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q QÍ.˧˸˪˥˸ˢˢ ˢ˶˵˟ˢ ˟˴ˬ : 

 - F QÌ: .(˶ˬˠˮ ˟ˣ˷˧˥ˢ ,˫ˢ˧˪˞ ˸˯ˮ˩ˮ ˢˮˣ˩ˬˢ ˶˷˞˩) ˫˧˧˲ˣ˯ˢ ˢ˶˵˟ˢ ˧˟˴ˬ ˸˴ˣ˟˵ 

G ˪˷ ˸˧˲ˣ˯ ˢ˴ˣ˟˵ :.(˦˶˯ˢ ˟"˞ /ˢˡˣ˟˰ˢ ˟"˞) ˫˧ˣˣ˸ 

 - ä Ì G.˦˪˵ˢ ˟"˞ : 

- \bÍG ä .(˵˧˶ ˞˸ ˭ˣˬ˧˯˪ ˣ˸) ˵ˮ˪˟ ˣ˞ ˥ˣˣ˶ ˞˶˵ˮ ˷ ˫˧˷˶ˣˡ ˷˶ˣ˲ˬ˟-b  ˵˪˥ ˢ˧ˢ˸ ˞˪

ˡ˥ ˰ˣ˟˵˪ ˭˸˧ˮ ˢ˧ˢ˧˷ ˧ˡ˩ ˦˪˵ˢ ˟"˞ˬ-.˶ˬˠˮ ˦˪˵ˢ ˭˩˧ˢ ˸˧˰ˬ˷ˬ 

( ) { }: \ , ,Q F Q L R Sd ³G ­ ³G³.˫˧˶˟˰ˬˢ ˸˧˴˵ˮˣ˲ : 

:˞ˬˠˣˡ ( ) ( ), , ,q pd s t l=  ˟˴ˬ˟ ˢˮˣ˩ˬˢ ˫˞ :ˣ˷ˣ˶˧˲q  ˢ˞ˣ˶ˣs :˞˧ˢ ˤ˞ 

 ˢ˶˵˟ˢ ˟˴ˬ˪ ˸˶˟ˣ˰p ˢˬ˷ ,t ˦˶˯ˢ ˪˰  ˫ˣ˵ˬ˟s  ˭ˣˣ˧˩˟ ˷˞˶ˢ ˫˰ ˸˩˪ˣˢˣl. 

 

:˸ˣ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵  

 ˞˧ˢ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ ,˸ˣ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ ˸ˣ˰˴ˬ˞˟ ˞ˣˢ ˢˮˣ˩ˬ ˸˰˴˟ˬ˷ ˟ˣ˷˧˥ˢ ˶ˣ˞˧˸˪ ˶˸ˣ˧˟ ˥ˣˮˢ ˭˲ˣ˞ˢ

.˰ˠ˶ ˣ˸ˣ˞ ˪˰ ˢ˧˴ˬ˶ˣ˲ˮ˧˞ˢ ˪˩ ˸˞ ˪˪ˣ˩˷ ˟ˣ˷˧˥ˢ ˪˷ ˨˯ˬ ˫ˣ˪˧˴ ˭˧˰ˬ 

ˢ˶ˡˠˢ  ˢˮˣ˩ˬ ˪˷ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵M  :˷ ˨˩ ˢ˷˪˷ ˞˧ˢ[ ], ,C q i w= :˶˷˞˩ 

q QÍ ˪˷ ˧˥˩ˣˮˢ ˢ˶˵˟ˢ ˟˴ˬ :M.iÍ.˷˞˶ˢ ˫ˣ˵˧ˬ :
*

wÍG.˦˶˯ˢ ˭˩ˣ˸ : 

˵˸˧˸˪˥˸ˢˢ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ  ˪˷M  ˦˪˵ˢ ˪˰x  :˞˧ˢ[ ]0
, 0,C q x=. 

:˸˧˲ˣ˯ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵  ˢ˟˷ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵q FÍ.  :˞ˣˢ ˢˮˣ˩ˬˢ ˦˪˲ ˢˤ ˢ˶˵ˬ˟[ ]0 1w i-  ˭˩ˣ˸)

w  ˞˸ˬ0  ˞˸˪ ˡ˰ˣ1i -.( 

:˟ˣ˷˧˥ ˡ˰˴  ˸˧˴˵ˮˣ˲ ˲"˰ ˡ˧˥˧ ˭˲ˣ˞˟ ˢ˪˷ ˸˟˵ˣ˰ˢ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ˢ ˸˰˟˵ˮ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ ˪˩˪

 ˫˧˶˟˰ˬˢd . :˞˧ˢ ˸˧˥˩ˣˮˢ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ˢ ˫˞( ), ,q i w  ˫˞ˣ( ) ( ), , ,
i

q w p b dd = ˤ˞ 

 :˸ˣ˧ˢ˪ ˸˶ˡˠˣˬ ˢ˞˟ˢ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ˢ( ), ,p j w¡  ˶˷˞˩w¡ ˪ ˢˢˤ-w ˷ ˨˩˪ ˦˶˲-[ ]w i b¡ =. 

-  ˟˴ˬˢq  ˟˴ˬ˟ ˱˪˥ˣ˧p. 

-  ˸ˣ˞ˢ
i

w  ˸ˣ˞˟ ˱˪˥ˣ˸b. 

-  :ˢˮ˸˷˧ ˷˞˶ˢ ˫ˣ˵˧ˬ  ˫˞d R=  :ˤ˞1i +. 

    ˫˞d S=  :ˤ˞i. 

    ˫˞d L=  :ˤ˞{ }m ax 1. 1i -. 

:ˢˮ˵˯ˬ  ˸˧˲ˣ˯ ˞˪ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ ˪˩˪
1

C  ˢˡ˧˥˧ ˸˟˵ˣ˰ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ ˸ˬ˧˧˵
2

C .:˭ˣˬ˧˯ 
1 2

C C. 

:ˢ˶˰ˢ ˷ ˫˧˶ˬˣ˞ ˭˲ˣ˞ ˣ˸ˣ˞˟-
*

1 2
C C  ˸˶ˡ˯ ˷˧ ˫˞ˬ ˢ˪˧˟ˣˬ˷ ˫˧ˡ˰˴-

1
C ˪-

2
C. 

:˟ˣ˷˧˥  ˦"ˬ ˪˷ ˟ˣ˷˧˥ˢM  ˦˪˵ ˪˰x˸ˣ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ ˸˶ˡ˯ ˞ˣˢ- 
0 1 2
, , ,C C C  ˪˩˪ :˸ˬ˧˧˵ˬˢ

0i > ,
1i i

C C
-

.˸˧˲ˣ˯ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ ˞˧ˢ ˢˮˣ˶˥˞ˢ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ˢ ˸˞ ˸˧˲ˣ˯ ˢ˶ˡ˯ˢ ˫˞ . 
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:˦"ˬ ˪˷ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢ  ˦"ˬ˷ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢM  :˸ˮˬˣ˯ˬ ˸˟˷˥ˬ
* *

:
M

f ä ­ G :˞˟ˢ ˭˲ˣ˞˟ ˸˶ˡˠˣˬˣ 

¶  ˪˷ ˟ˣ˷˧˥ˢ ˫˞M  ˪˰x ˣ ˫˧˧˸˯ˬ-( ), ,C q i w=  :˧ˤ˞ ˸˧˲ˣ˯ˢ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ˢ ˞˧ˢ

() 1 2 1M i
f x w w w

-
=. 

¶  ˫˞) ˸˶˥˞M  ˪˰ ˸˶˴ˣ˰ ˞˪x (()M
f x !˸˶ˡˠˣˬ ˞˪ 

:ˢ˞˪ˬ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ ˲˷ ˶ˬ˞ˮ ˢ˧˴˵ˮˣf  ˸ˣ˧˴˵ˮˣ˲ ˸ˣ˧ˢ˪ ˸ˣ˪ˣ˩˧ .˦˪˵ ˪˩˪ ˸˶ˡˠˣˬ ˞˧ˢ ˫˞ ˢ˞˪ˬ ˞˧ˢ

.˸ˣ˞˪ˬ ˞˪ 

:˞ˬˠˣˡ  :ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢ ˸˞ ˸˟˷˥ˬ˷ ˦"ˬ ˢˮ˟ˮ() 0f x x=  ˶˷˞˩{ }
*

0,1xÍ ˸˥˞ ˨˶ˡˬ ˶˸ˣ˧ ˷˧ .

ˢˬ˧˷ˬˢ ˸˞ ˸˰˴˟ˬ˷ ˨˶ˡ ˰˧˴ˮ ,ˢˮˣ˩ˬˢ ˸˞ ˸ˣˮ˟˪ ˡ˥˞ ˶˟˰ˬ˟-  ˣ˸ˢ ˸˞ "˶ˣ˩ˤˮ" ˫˰˲ ˪˩˟˷˩

.˫ˣ˷˶˪ ˨˧˶˴˷ ˞˟ˢ  :˶˧ˡˠˮ( )0
, , , , ,M Q q F b d= G  :˶˷˞˩

{ } { } { } { }0 1 2 2
, , , , 0,1 , 0,1,Q q q q F q b= = ä = G = 

 :˫˧˟˴ˬˢ ˸ˣ˰ˬ˷ˬ 
0

q  ˶˩ˣˤ˷ ˟˴ˬ0 .˞˟ˢ ˡ˰˴˟ ˢ˟˧˸˩˪ 

   
1

q  ˶˩ˣˤ˷ ˟˴ˬ1 .˞˟ˢ ˡ˰˴˟ ˢ˟˧˸˩˪ 

 ˫˧˶˟˰ˬˢ ˸˧˴˵ˮˣ˲d :ˢ˪˟˦ ˧"˰ ˶˞ˣ˸˸ 

b 1 0  

( )2
, 0,q S ( )1

, 0,q R ( )0
, 0,q R 0

q 

( )2
, 0,q S ( )1

1,q R ( )1
,1,q R 1

q 

:ˢˮ˰˦  ˪˷ ˟ˣ˷˧˥ˢM  ˪˰x  ˪˷ ˢ˶ˡ˯ ˞ˣˢ2n+ ˸ˣ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵- 

( )0 0
,1,C q x= ,( )1 1 1

, 1, 0
i i i i n

C qx i x x x x
- +

= + ,( )1 2
, 2, 0

n
C q n x

+
= +. 
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˷˫˧˪ˡˣˬ ˪˷ ˸ˣ˪˧˵ 

:˟ˣ˷˧˥ ˪ˡˣˬ .˟˷˥ˬ ˞ˣˢ˷ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢ ˢˬ˧˞˸ˬ ˦˵˧˧˟ˣ˞ ˪˩˪˷ ˨˩ ˫˧˦˵˧˧˟ˣ˞ ˪˷ ˱˯ˣ˞ 

:˫˧˪ˣ˵˷ ˫˧˪ˡˣˬ ˫˧˪ˣ˵˷ ˣ˞˶˵˧˧ ˫˧˪ˡˣˬ ˧ˮ˷ ˪˰ ˸ˣ˟˷ˣ˥ˬˢ ˸ˣ˧˴˵ˮˣ˲ˢ ˱˯ˣ˞ ˫˞-.ˢˢˤ ˫ˡ˧ 

˞ˬˠˣˡ- ˤ˧˶ˤ ˦"ˬ:ˢ  :˷˞˶ˢ ˪˷ ˫˧˟˴ˬ ˧ˮ˷ ˸˲˯ˣ˸˟ ˢ˪˧ˠ˶ ˦"ˬ˪ ˢˬˣˡ˟ ˶ˡˠˣˬ,LL RR  ˫ˢ˷

.ˢ˪˞ˬ˷ ˣ˞ ˢˮ˧ˬ˧ ˫˧ˡ˰˴ ˧ˮ˷ ˸˩˧˪ˢ 

:ˢˮ˰˦  ˢˤ˧˶ˤ ˦"ˬ ˪ˡˣˬ¹ .ˢ˪˧ˠ˶ ˦"ˬ 

:ˢ˥˩ˣˢ 

ˣˡ ˢ˪˩ˢ ˧"˰ ˸ˣ˪˧˵˷ ˥˧˩ˣˮ-:˸˧ˮˣˣ˧˩ 

˭ˣˣ˧˩-1:  ˢ˪˧ˠ˶ ˦"ˬ ˭˸ˮ˧ˢ˟M  ˸˟˷˥ˬˢ
M

f˸˟˷˥ˬˢ ˢˤ˧˶ˤ ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ , 
M

f-  ˢ˸ˣ˞M  ˦"ˬ)

.(ˢˤ˧˶ˤ ˦"ˬ ˪˷ ˧˦˶˲ ˢ˶˵ˬ ˞˧ˢ ˢ˪˧ˠ˶ 

˭ˣˣ˧˩-2:  ˢˤ˧˶ˤ ˦"ˬ ˭˸ˮ˧ˢ˟M  ˸˟˷˥ˬˢ
M

f ˢ˪˧ˠ˶ ˦"ˬ ˢˮ˟ˮ ,M ¡  ˢ˸˭ˣ˞ ˸˞ ˸˟˷˥ˬ˷

ˮˣ˲ˢ :˞˟ˢ ˭˲ˣ˞˟ ˢ˧˴˵{ } { }| |
L L R R L R

Q q q Q Q q q Q Q Q Q Q¡= Í = Í = Ç Ç ,˶ˬˣ˪˩ ,

.˟˴ˬ˪ ˢ˰ˠˢ ˧ˮ˲˪ ˢ˪˞ˬ˷ ˱˯ˣˮ ˡ˰˴ ˣ˞ ˢˮ˧ˬ˧ ˱˯ˣˮ ˡ˰˴ ˸˩˪˪ ˫˧˶˩ˣˤ˷ ˫˧˟˴ˬ ˸˲˯ˣˢ 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,
L R

q a q a L q a q a Rd d¡ ¡= = 

 ˪˩˪q QÍ ,aÍG ˫˞ ,( ) ( ), , ,q a p b dd = :ˤ˞ 

  ˫˞{ }, ,d L R SÍ  :ˤ˞( ) ( ), , ,q a p b dd¡ = 

  ˫˞d LL=  :ˤ˞( ) ( ), , ,
L

q a p b Ld¡ = 

  ˫˞d RR=  :ˤ˞( ) ( ), , ,
R

q a p b Rd¡ =. 

˞ˬˠˣˡ- :˸˧˦˶˯ ˣˡ ˦"ˬ ˞˶ˣ˵ ˷˞˶ ˦˶˯ ˪˩˟ ,˫˧˦˶˯ ˧ˮ˷˪ ˢ˷˧ˠ ˢ˪ ˷˧˷ ˦"ˬ-x˩ ˫ˣ˵˧ˬ ˶˷˞˩ ,˟˸

.˧ˮ˷ˢ ˦˶˯ˢ ˪˰ ˧ˮ˷ˢ ˷˞˶ˢ ˫ˣ˵˧ˬ˟ ˧ˣ˪˸ ˞˪ ˡ˥˞ ˦˶˯ ˪˰ ˡ˥˞ ˷˞˶ 

:˪ˣ˥˸˞ ˣ˧˶˥˞ˣ ˦˪˵ˢ ˸˞ ˪˧˩ˬ ˡ˥˞ ˦˶˯-b˵˶ ˪˧˩ˬ ˧ˮ˷ˢ ˦˶˯ˢ ,-bˢ ˫ˣ˵ˬ˟ ˫˧˷˞˶ˢ ˧ˮ˷ .-1. 

:˦˪˲ .ˢ˶˧˴˰ˢ ˭ˬˤ˟ ,˭ˣ˧˪˰ˢ ˦˶˯˟ ˷˞˶˪ ˪˞˷ˬ 

 ˸˧˧˴˵ˮˣ˲:˫˧˶˟˰ˬˢ( ) { }
22 2

: \ , ,Q F Q L R Sd ³G ­ ³G ³ ˸ˣ˧˸ˣ˞ˢ ˧˸˷ ˪˰ ˸˯˯ˣ˟ˬ ˞˧ˢ ,

 ˡ˥˞ ˪˩ ˤ˧ˤˢ˪ ˭˞˪ˣ ˶ˣ˟˰˪ ˟˴ˬ ˢˤ˧˞˪ ,˫ˢˬ ˡ˥˞ ˪˩˟ ˟ˣ˸˩˪ ˢˬ ˸˶ˬˣ˞ˣ (˫˧˦˶˯ˢ ˧ˮ˷ˬ)

.˫˧˷˞˶ˢˬ 

:ˢˮ˰˦  ˦"ˬ ˪ˡˣˬk- ˸˧˦˶˯¹ .ˢ˪˧ˠ˶ ˦"ˬ 

 

 ˪˷ ˢˤ˸ˢChurch: 

 ˟ˣ˷˧˥ ˪˷ ˶˧˟˯ˣ ˧˪˪˩ ˪ˡˣˬ ˪˩.˦"ˬ˪ ˪ˣ˵˷  

˧˪˪˩-  ,˦"ˬ ˣˬ˩ ˸ˣ˥˲˪ ˵ˤ˥ ˪ˡˣˬ˶˧˟˯- .˧˲ˣ˯ ˶ˣ˞˧˸ ˷˧ ˪ˡˣˬ˟ ˦˵˧˧˟ˣ˞ ˪˩˪ 

:˸˧˪˞˯˶˟˧ˮˣ˞ ˦"ˬ  ˢ˩˧˶˴ ˣˤ˩ ˦"ˬ ,˸˶˥˞ ˦"ˬ ˪˩ ˪˷ ˢˬ˧˷ˬˢ ˸˞ ˰˴˟˪ ˪˩ˣ˸˷ ˦"ˬ ˸ˣˮ˟˪ ˢ˴˶ˮ

ˢˬ˴˰ ˢˮˣ˩ˬˢ ˸˞ ˭ˢ ˦˪˵˩ ˪˟˵˪- M  ˦˪˵ˢ ˸˞ ˭ˢˣx :˸˞ ˦˪˲˩ ˶ˤ˥ˢ˪ˣ ,()M
f x. 

ˡˣˡ˧˵ ˸ˤˣ˶˥ˬ ˪˷: A-  ˩"ˢ˟ .˟"˞{ }1, 2, , | |A A= ˫˞ˣ .
1 2 n

x x x x=  ˪˰ˬ ˸ˤˣ˶˥ˬ
*

A 

 ˪˷ ˡˣˡ˧˵ˢx :1 21 01 0 1 0nxx x
x =. 
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:˦"ˬ ˪˷ ˡˣˡ˧˵  ˧ˢ˸( )0
, , , , , ,M Q q F b d= G ä :˩"ˢ˟ ,{ }1, 2, , | |Q Q= ,

0
1q =,{ }2, 3F = ,{ }1, 2, , | |G = G ,{ }1, 2, , | |ä = ä Ë G .( ) ( ), , 1, 2, 3L R S ¹ 

˧˴˵ˮˣ˲ ˡˣˡ˧˵:˫˧˶˟˰ˬˢ ˸  ˫˞( ) ( ), , ,q a p b dd =  :ˡˡˣ˵ˮ( ), 1 01 01 0
p b d

q a qapbdd = = 

:ˢˮˣ˩ˬˢ ˡˣˡ˧˵ ( ) ( ) ( )00 1,1 0 1, 2 0 0 | |, | | 00M Qd d d= G 

:˸ˣ˶˰ˢ 

- .˦"ˬ/˸ˤˣ˶˥ˬˢ ˸˞ ˶ˤ˥˷˪ˣ ˸ˣˮ˧˵˸ ˵ˣˡ˟˪ ˪˵ ,˦"ˬ ˪˷ ˣ˞ ˸ˤˣ˶˥ˬ ˪˷ ˡˣˡ˧˵ ˭˸ˮ˧ˢ˟ 

-  ˢˮˮ˧˞˷ ˸˧˶˞ˮ˧˟ ˸ˤˣ˶˥ˬ ˪˩ :ˢˬ˩˯ˣˬˢ˧˪˞ ˯˥˧˧˸ˮ ,"˸˧˵ˣ˥"  ˦"ˬ ˪˷ ˡˣˡ˧˵˩
STAM

M  ˸˶˟ˣ˰˷

 ˟˴ˬ˪ ˡ˧˧ˬ3  :˸˶˴ˣ˰ˣ( ) ( ), : , 3, ,q a q a a sd" =. 

.˦"ˬ ˸˶˞˸ˬ ˸˧˶˞ˮ˧˟ ˸ˤˣ˶˥ˬ ˪˩ ,˭˩˪ˣ 

:ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ ˪˷ ˡˣˡ˧˵  ˧ˢ˸( ), ,C q ia= x-
1 2 m

a a a a= :ˤ˞ ,

1 2 1 1
01 0 00, 0

q

i i i m
C a a a a a a e

- +
= =   

˶˰ˢ:ˢ ˢ ˡˣˡ˧˵-a-˟ ˫˧˧˸˯ˬ ˫˧-0 ˢ ˧ˮ˲˪ ˫˧˯˲˞ ˧ˮ˷ ˫ˮ˷˧ ˭˩˪ˣ-1
q
  ˷˧ ˭˲ˣ˞ ˣ˸ˣ˞˟ˣ3 .˱ˣ˯˟ ˫˧˯˲˞ 

 

:ˢ˧˴˵ˮˣ˲ ˶˧ˡˠˮ 

                                                                                          ( )
0

,
,

next M c
M c

ëî
=ì

¡îí

 

:ˢˮ˰˦  ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢnext  ˸ˬ˧˧˵ :˶ˬˣ˪˩ ,˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ
next

M .ˢ˸ˣ˞ ˸˟˷˥ˬ˷ 

:ˢ˥˩ˣˢ 

next
M  ˦˪˵ ˪˰,M c: 

¶  ˸ˣˮ˧˵˸ ˵ˣˡ˟,M c  ˸˶ˡˠˢ ˲"˰)next ˦˪˲ ˫˰ ˶ˣ˴˰ ,˭˧˵˸ ˞˪ ˫˞ .(0. 

¶  ˸˞ ˞˴ˬ ,˭˧˵˸ ˫˞q  ˸˧˥˩ˣˮˢ ˸ˣ˞ˢ ˸˞ˣa  ˨ˣ˸˟c  ˧"˰)00 .(ˡˣˡ˧˵˟ 

¶  ˸˞ ˞˴ˬ( ),q ad ˡˣˡ˧˵ˢ ˨ˣ˸˟M  ˸˞ ˨˷ˬˢˢˬ ˳˪˥ˣ, ,p b d ˸˞ ˢˮ˷ ,c ˪-c¡ .˫˞˸ˢ˟ 

¶  ˫˞M  ˦"ˬ˪ ˫˧˞˸ˬ
STAM

M ˪˷ ˸˧˲ˣ˯ˢ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵˪ ˶ˣ˟˰ ,
STAM

M. 

 

ˣ˲ˢ :˸˧˪˞˯˶˟˧ˮˣ˞ˢ ˢ˧˴˵ˮ 

                                                                                ( )
()

,
M

f x
U M x

undefined

ëî
=ì
îí

 

:ˢˮ˰˦  ˸˧˪˞˯˶˟˧ˮˣ˞ˢ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢU.˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ , 

:ˢ˥˩ˣˢ 

¶  ˫˞x ˧˞˸ˬ ˞˪ ˣ˞ ˧˵ˣ˥ ˞˪˪ ˫-M- .˸˧˲ˣ˯ˮ˧˞ ˢ˞˪ˣ˪ ˰˴˟ 

¶  ˸˞ ˧ˮ˷ˢ ˦˶˯ˢ ˪˰ ˟ˣ˸˩,M c  ˶˷˞˩c  ˪˷ ˸˧˸˪˥˸ˢˢ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ˢM  ˪˰x. 

 ˫˞c  / ˸˧˲ˣ˯ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵c ˪ "ˢˬ˧˞˸ˬ ˞˪"-M  /c ˸˧˵ˣ˥ ˞˪ 

 ˧ˢ˸ ,˸˶˥˞c¡ ˪ ˸˟˵ˣ˰ˢ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ˢ-c 

x ˣ ˧˵ˣ˥-x˪ ˫˧˞˸ˬ-M  ˟ˣ˷˧˥ˣM  ˪˰x ˫˧˧˸˯ˬ 

˸˶˥˞ 
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¶  ˡˣ˰ ˪˩c ˪ ˟˷˥ ,˸˧˲ˣ˯ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵ ˞( ), ,M c next M c«. 

¶  ˫˞c ˢ˪˷ ˦˪˲ˢ ˸˞ ˞˴ˣˢ ,˸˧˲ˣ˯ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵- ()M
f x ˟ ˷˞˶˪ ˪˞˷ˬ˷ ˢˬ)-c.( 

:˸ˣ˶˰ˢ 

-  ˸˞ ˸˟˷˥ˬ˷ ˦"ˬ ˪˩U ˞˶˵˧˸ .˸˧˪˞˯˶˟˧ˮˣ˞ ˦"ˬ 

- ˪-
U

M  ˦"ˬ˪ ˶˷˵ ˞˪˪ ˸ˣ˧˸ˣ˞ ˶˲˯ˬ ˣˢ˷ˤ˧˞ˣ ˫˧˟˴ˬ ˶˲˯ˬ ˣˢ˷ˤ˧˞ ˷˧M .˦˪˵˩ ˸˪˟˵ˬ ˞˧ˢ˷ 

-  ˫˞M  ˪˰ ˸˶˴ˣ˰ ˞˪x ˫ˠ ,
U

M ˞˪  ˪˰ ˸˶˴ˣ˰,M x. 
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ˢ˰˶˩ˢ ˸ˣ˧˰˟ 

:ˢ˲˷  ˨ˣ˸ˬ ˸ˣˤˣ˶˥ˬ ˪˷ ˧˲ˣ˯ˮ˧˞ ˣ˞ ˧˲ˣ˯ ˱˯ˣ˞
*
ä. 

:ˢ˶ˡˠˢ  ˢ˪˧ˠ˶ ˦"ˬ ˞˧ˢ ˸ˣ˲˷ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˦"ˬM  ˸ˬ˧˧˵ˬ˷{ },
A R

F q q=. 

 ˦"ˬ˷ ˫˧˶ˬˣ˞˸˪˟˵ˬ  ˦˪˵ˢ ˸˞x  ˫˞M  ˪˰ ˸˶˴ˣ˰x  ˟˴ˬ˟
A

q. 

 ˦"ˬ˷ ˫˧˶ˬˣ˞ˢ˥ˣˡ  ˦˪˵x  ˫˞M  ˪˰ ˸˶˴ˣ˰x  ˟˴ˬ˟
R

q. 

˷ ˭˟ˣˬ˩ ˭˩˸˧˧-M  ˪˰ ˸˶˴ˣ˰ ˞˪x. 

:ˢ˶˰ˢ ˡˡˣ˵ˮ- 2, 3
A R

q q= =. 

:ˢ˶ˡˠˢ ˷ ˢ˲˷ˢ-M ˸ˮˬˣ˯ˬ ˸˪˟˵ˬ- ( ) { }|L M x M accepts x=. 

˷ ˫˧˶ˬˣ˞-M ˢ˰˧˶˩ˬ  ˢ˲˷L  ˫˞( )L L M= .˦˪˵ ˪˩˪ ˸˶˴ˣ˰ ˞˧ˢ ˱˯ˣˮ˟ˣ 

:ˢ˰˶˩ˢ˪ ˸ˣˮ˸˧ˮˢ ˸ˣ˲˷˪ ˸ˣ˞ˬˠˣˡ 

¶ 
*
ä ˪ ˸˶˟ˣ˰ ˡ˧˧ˬ˷ ˦"ˬ)-

A
q ˦˪˵ ˪˩˪- ( ) ( ), , ,

A
q a q a sd =.( 

¶ Å ˢˬˣˡ ˭˲ˣ˞˟)- ˪ ˸˶˟ˣ˰ ˡ˧˧ˬ˷ ˦"ˬ-
R

q .(˦˪˵ ˪˩˪ 

¶ ˸˧˲ˣ˯ ˢ˲˷ ˪˩. 

¶ .˫˧˶˧˷˵ˢ ˫˧˲˶ˠˢ ˪˩ ˸˲˷ 

 

:˸ˣ˲˷ ˪˷ ˸ˣ˵˪˥ˬ 

:˪ˡ˥ˬ ˸˶˧˶˟ { }0,1ä = .(ˢˬ˩˯ˣˬ) 

 ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ }ˢ˰˧˶˩ˬˢ  ˸˞L 
*

{ |R L= Ì ä 

 ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ }˸˪˟˵ˬˢ  ˸˞L 
*

{ |RE L= Ì ä 

 :˷ ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ }x LÍ-  ,˸˶˴ˣ˰ ˞˪ /˸˪˟˵ˬx LÎ-ˢ˥ˣˡ{ | } { |Co RE L L RE L- = Í = 

:˸ˣˮˣ˩˸ 

¶ R REÌ ˟)-R ˟ ˸ˣ˲˷ ˷˧-RE ˷˶˴ˣ˰ ˫ˠ˷ ˦"ˬ ˭ˢ˪ ˸ˬ˧˧˵.(˦˪˵ ˪˩˪ ˸ 

¶ R  ˫˞) ˫˧˪˷ˬ˪ ˢ˶ˣˠ˯L RÍ  ˫ˠ ˤ˞L RÍ.( 

¶ R  ˫˞) ˡˣ˥˧˞˪ ˢ˶ˣˠ˯
1 2
,L L RÍ  ˫ˠ ˤ˞

1 2
L L RÇ Í.( 

¶ RE .ˡˣ˥˧˞˪ ˢ˶ˣˠ˯ 

¶ RE C o RE RÆ - =. 

:ˢ˥˩ˣˢ 

˭ˣˣ˧˩-1:  ˫˞L RÍ ˟ ˥˶˩ˢ˟ ˞˧ˢ ˤ˞-RE ˟x-C o RE- .(ˢ˶ˡˠˢˢˬ ˰˟ˣˮ) 

˭ˣˣ˧˩-2:  ˞ˢ˸L RE C o REÍ Æ -. 

L RE« Í  ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵
1

M ˷ ˨˩- x L« Í 
1

M  ˸˞ ˸˪˟˵ˬˣ ˸˶˴ˣ˰x. 

       x L« Î 
1

M  ˪˰ ˸˶˴ˣ˰ ˞˪ ˣ˞ ˢ˥ˣˡˣ ˸˶˴ˣ˰x. 
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L C RE« Í -  ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵
2

M  :˷ ˨˩x L« Î 
2

M  ˸˞ ˢ˥ˣˡˣ ˸˶˴ˣ˰x 

             x L« Í 
2

M  ˪˰ ˸˶˴ˣ˰ ˞˪ ˣ˞ ˸˪˟˵ˬˣ ˸˶˴ˣ˰x. 

 ˦"ˬ ˢˮ˟ˮM  ˸˞ ˢ˰˧˶˩ˬ˷L ˦˪˵ ˭˸ˮ˧ˢ˟ :x˳˧˶ˮ ,  ˸˞ ˪˧˟˵ˬ˟
1

M x-
2

M  ˪˰x ˢˮˣ˷˞˶ˢ .

.ˢˣˬ˩ ˢ˥ˡˮ ˣ˞ ˪˟˵ˮ ,˶ˣ˴˰˸˷ 

:˸ˣ˶˰ˢ 

- M .ˡ˧ˬ˸ ˸˶˴ˣ˰ 

- 
1 2
,M M ˸ˣ˶˴ˣ˰ ˭ˢ˷˩- .˸ˣˮˣ˩ˮ ˭ˢ˪˷ ˸ˣ˟ˣ˷˸ˢ 

ˢ˪˞ ˪˩ˬ  :˰˟ˣˮ( )L L M=. 

:ˢˮ˰˦ ,L R L L REÍ « Í. 

 

˟ ˸ˣ˲˷˪ ˸ˣ˞ˬˠˣˡ-RE:  

¶ ˟ ˢ˲˷ ˪˩-R. 

¶  } :ˢ˶˧˴˰ˢ ˸˲˷M ˸˶˴ˣ˰  ˪˰x { , |H P M x= 

¶ :˸˧˪˞˯˶˟˧ˮˣ˞ˢ ˢ˲˷ˢ  }M ˸˪˟˵ˬ  ˸˞x { , |
u

L M x= 

¶  :˭ˣ˯˩˪˞ˢ ˸˲˷( ){ | }M M L MÍ }=M  ˸˞ ˸˪˟˵ˬM { |
D

L M=. 

:ˢˮ˰˦ , ,
u D

HP L L REÍ. 

:ˢ˶˰ˢ ˟ ˸ˣ˞˴ˬˮ ˞˪ ˫ˠ ˣ˪˪ˢ ˸ˣ˲˷ˢ ˪˩˷ ˢ˞˶ˮ ˯˶ˣ˵ˢ ˨˷ˬˢ˟-R. 
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ˢ˧˴˵ˣˡ˶ 

.˸˶˥˞ ˢ˧˰˟ ˶˸ˣ˲˷ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ ˧"˰ ˸˥˞ ˢ˧˰˟˪ ˭ˣ˶˸˧˲ ˞˧ˢ ˢ˧˴˵ˣˡ˶ 

:ˢ˶ˡˠˢ  ˢˮ˧˧ˢ˸
*

1 2
,L L Ì ä  ˢ˧˴˵ˮˣ˲˷ ˫˧˶ˬˣ˞ .˸ˣ˲˷ ˧˸˷

* *
:f ä ­ ä ˬ ˢ˧˴˵ˣˡ˶ ˞˧ˢ-

1
L ˪-

2
L :˫˞ 

1 .f .(˦˪˵ ˪˩˪ ˸˶ˡˠˣˬ) ˢ˞˪ˬ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ ˞˧ˢ 

2 .f  ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵) ˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ
f

M  ˸˞ ˸˟˷˥ˬ˷f.( 

3 (˸ˣ˲˵˸) .()1 2
x L f x LÍ Ú Í. 

:˭ˣˬ˧˯ 
1 2

L L¢. 

:ˢ˶˰ˢ .("ˢ˧˴˪˧˲ˬˣ˵") ˶˥˞ ˡˣ˵ ˨ˣ˸ˬ ˡ˥˞ ˡˣ˵ ˪˷ ˶ˣ˴˧˧ ˷˧ .˸ˣˮˣ˩ˬˢ ˪˷ "ˢ˴˶ˢ" ˭˧˞ ˢ˧˴˵ˣˡ˶˟ 

 

:ˢˮ˰˦ 
D u

L L¢. 

:ˢ˥˩ˣˢ  ˢ˧˴˵ˮˣ˲f ˬ:ˢˬ˧˞˸ ( ) ( ),f M M M=.˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮˣ ˢ˞˪ˬ ˞˧ˢ . 

 :˸ˣ˲˵˸( ) ( ) ( ),
u u D

f M L M M L M L M M LÍ ª Í ª Í ª Í. 

:ˢˮ˰˦ 
u

L HP¢. 

:ˢ˥˩ˣˢ  ˢ˧˴˵ˮˣ˲f  :ˢˬ˧˞˸ˬ( ) ( ), ,f M x A x= ..˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮˣ ˢ˞˪ˬ ˞˧ˢ 

 ˢˮˣ˩ˬˢA ˪ ˢˢˤ-M  ˫˞ :˦˰ˬ˪M ˪ ˸˶˟ˣ˰-
R

q  ˤ˞A .˸˧˲ˣ˯ˮ˧˞ ˢ˞˪ˣ˪˪ ˸˯ˮ˩ˮ 

:˸ˣ˲˵˸ ,
u

M M x Lª Í  ˸˞ ˸˪˟˵ˬA xª  ˪˰ ˸˶˴ˣ˰,A x H P xÍ ª 

( ),f M x HPÍ ª. 

 

:˸ˣ˧˴˵ˣˡ˶ ˪˷ ˸ˣˮˣ˩˸ 

¶  ˪˩˪L  :˫˧˧˵˸ˬL L¢. 

¶  :˸ˣ˧˟˧˦˧ˤˮ˶˦
1 3 1 2 2 3

L L L L and L L¢ Û ¢ ¢. 

:ˢˮ˵˯ˬ 
D D u u

L HP L L and L HP¢ Û ¢ ¢. 

:ˢˮ˰˦ 
1 2 1 2

L L L L¢ Û ¢  ˢ˸ˣ˞˟ ˷ˣˬ˧˷ ˧"˰)f.( 

:ˢˮ˵˯ˬ 
D u

L L HP¢ ¢. 

 

:ˢ˧˴˵ˣˡ˶ˢ ˦˲˷ˬ  

˥˯ˣˮ-:˞  ˫˞
1 2

L L¢ :˧ˤ˞ 

1 .
1 2

L R L RÍ « Í. 

2 .
1 2

L RE L REÍ « Í. 
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мл 

©˭ˣ˧˴˰ ˸ˮ˰ 

3 .
1 2

L Co RE L Co REÍ - « Í -. 

˥˯ˣˮ-:˟  ˫˞
1 2

L L¢ :˧ˤ˞ 

1 .
2 1

L R L RÎ « Î. 

2 .
2 1

L RE L REÎ « Î. 

3 .
2 1

L Co RE L Co REÎ - « Î -. 

 

:ˢˮ˰˦ ˟ ˭ˮ˧˞˷ ˸ˣ˲˷ ˸ˣˬ˧˧˵-RE. 

:ˢ˥˩ˣˢ ˷ ˢ˶˧˲˯ ˧˪ˣ˵˧˷ ˧"˰ ˢ˞˶ˮ- ˦"ˬˢ ˪˩ ˸˴ˣ˟˵ }|| | | {RE ¢. 

˸ˣ˲˷ˢ ˪˩ ˸˴ˣ˟˵ }|| {¢ ˰˦˵˟ ˫˧˧˷ˬˬ }|[0,1] 
*

| | | {0,1} | | | | {RE ¢ ¢ <. 

:ˢ˶˰ˢ 
*

0
| |ä =¿ ˪˰ˬ ˧˶˞ˮ˧˟ ˡˣˡ˧˵˪ ˢ˪ˣ˵˷ ˦"ˬ ˪˩˷ ˭ˣˣ˧˩ˬˣ ,ä˭˟ ˞ˣˢ ˦"ˬˢ ˶˲˯ˬ ,- .ˢ˧˧ˮˬ

˪˩ ˸˴ˣ˟˵  ˪˰ˬ ˸ˣ˲˷ˢä  ˪˷ ˢ˵ˤ˥ˢ ˸˴ˣ˟˵ ˞˧ˢ
*
ä   :ˢˬ˴ˣ˰˟02

¿
 ˢˬ˧˞˸ˬ ˦"ˬ ˪˩˪˷ ˭ˣˣ˧˩ˬˣ .

˟ ˞˪˷ ˸ˣ˲˷ ˭ˮ˷˧ ˭˩˪ˣ ˸ˣˬ˧˧˵ˢ ˸ˣ˲˷ˢ ˪˩ ˸˞ ˪˟˵˪ ˦"ˬ ˵˧˲˯ˬ ˸ˣˬ˧˧˵ ˞˪ ,˸˥˞ ˢ˲˷-RE. 

 

ˮ˰˦:ˢ 
D

L RÎ :˸˵ˤˣ˥ˬ ˢˮ˰˦ .
D

L REÎ. 

ˢ˥˩ˣˢ-1: ˷ ˢ˪˧˪˷˟ ˥˧ˮˮ-
D

L REÍ  ˢˬ˧˞˸ˬ ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ ˤ˞
D

M  :˸ˬ˧˧˵ˬ˷( )D D
L M L=. 

( )D D D D D D D D
M L M L M L M M LÎ ª Í ª Í ª Í˩˪ˣ ˢ˶˧˸˯˪ ˣˮ˰ˠˢ . ˸ˬ˧˧˵ ˞˪ ˭

D
M .ˣˤ˩ 

ˢ˥˩ˣˢ-2: ˟ ˢ˲˷ ˞˧ˢ ˢ˪˟˦˟ ˢ˶ˣ˷ ˪˩ .˭ˣ˯˩˪ ˧"˰-RE  ˦˪˵˩ ˸ˮ˸˧ˮˢ ˢ˪˧ˬ ˞˧ˢ ˢ˪˟˦˟ ˢˡˣˬ˰ ˪˩ˣ

˫˧˷ˮ .ˢˮˣ˩ˬ˪- ˧˩ ˟˪
D

L ˬˢ ˪˷ ˡˣˡ˧˵˪ ˢˣˣ˷ ˢˮˣ˩ˬ˪ ˦˪˵ˢ ˶˷˞˩) ˢ˪˟˦ˢ ˪˷ ˭ˣ˯˩˪˞ˢ ˢˤ .(ˢˮˣ˩

 ˭˩˪ˣ
D

Lˢ =-NOT .ˢ˸ˣ˞ ˸ˠ˴˧˧ˬ ˞˪ ˢ˪˟˦˟ ˢ˶ˣ˷ ˱˞ ˭˩˪ˣ .˭ˣ˯˩˪˞ˢ ˪˷ 

ˢˮ˵˯ˬ-1: , ,
D u

L L H P REÎ. 

ˢˮ˵˯ˬ-2: , , \
D u

L L HP RE RÍ. 

 

:˞ˬˠˣˡ   }M ˦˪˵ ˪˩˪ ˸˶˴ˣ˰{ |L M= 

:ˢˮ˰˦ L RÎ. 

:ˢ˥˩ˣˢ  ˢ˧˴˵ˣˡ˶ ˢ˞˶ˮHP L¢ ,( ),
x

f M x M= .
x

M  ˦˪˵ˢ ˪˰ ˪˰˲˸w  :˞˟ˢ ˭˲ˣ˞˟

ˬ ˫˪˰˸˸-w  ˸˞ ˳˧˶˸ˣM  ˪˰x .f .˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮˣ ˢ˞˪ˬ :˸ˣ˲˵˸ ,M M x H Pª Í 

 ˪˰ ˸˶˴ˣ˰
x

M xª  ˦˪˵ ˪˩˪ ˸˶˴ˣ˰
x

M L wÍ ª ( ),f M x LÍ ª. 

:˞ˬˠˣˡ ( ){ }*

*
|L M L M

ä
= = ä. 

:ˢˮ˰˦ *L R
ä
Î. 

:ˢ˥˩ˣˢ  ˢ˧˴˵ˣˡ˶ ˢ˸ˣ˞f ˢ˞˶ˬ- *u
L L

ä
¢. 
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мм 

©˭ˣ˧˴˰ ˸ˮ˰ 

:˞ˬˠˣˡ ( ) ( ){ }1 2 1 2
, |

EQ
L M M L M L M= =. 

:ˢˮ˰˦ 
EQ

L RÎ. 

:ˢ˥˩ˣˢ   ˢ˧˴˵ˣˡ˶ ˢ˞˶ˮ* EQ
L L
ä
¢ ,( ) ( )0

,f M M M=:˸ˣ˲˵˸ . 

( ) ( ) ( ) ( ) *

*

0 0
,

EQ EQ
f M L M M L L M L M L M M L

ä
Í ª Í ª = ª = ä ª Í 

 

:˸ˣ˲˷ ˪˷ ˸ˣˮˣ˩˸ 

:˸ˣ˲˷ ˪˷ ˢˮˣ˩˸ ˸˸ ˧ˢˣˤ-˸ˣ˲˷ ˪˷ ˢ˴ˣ˟˵- S REÌ. 

:˸˧˪˞˧ˣˣ˧˶˦ ˞˪ ˢˮˣ˩˸  :˸ˬ˧˧˵ˬˢ ˢˮˣ˩˸S REÅ ¸ ¸ .(˸ˣ˲˷ˢ ˭ˬ ˵˪˥ ˵˶ ˸ˣˬ˧˧˵ˬ˷ ˢˮˣ˩˸) 

:˭ˣˬ˧˯ ( ){ }|
S

L M L M S= Í. 

:˸ˣ˞ˬˠˣˡ 

¶ { }1
|S L RE L= Í ä Í. 

¶ { }2
|S L L is fin ite=. 

¶ { }*3
S = ä ){ }

3

*

S
L = ä.( 

¶ { }4
S = Å ˬ ˢˮˣ˷ ˢˤ ,ˢ˵˧˶ˢ ˢ˲˷ˢ ˸˞ ˢ˪˧˩ˬ˷ ˢˮˣ˩˸)-

4
S = Å.( 

:ˢˮ˥˟˞  ˫˞S  ˤ˞ ˸˧˪˞˧ˣˣ˧˶˦
S

L RÍ. 

( ){ }

( ){ } *

|

|

S

S

L M L M R S

L M L M RE R S RE

= ÍÅ = Å Í « = Å

= Í = ä Í « =
 

 

 ˦˲˷ˬRice:  ˪˩˪S  ˸˧˪˞˧ˣˣ˧˶˦ ˞˪
S

L RÎ. 

˷ˣˬ˧˷˫˧ :˦˲˷ˬ˟  

1. ( ){ }|L M L M
e

e= Í. ˷ ˢ˞˶ˮ- L R
e
Î. 

:ˢ˥˩ˣˢ ˢˬ˧˞˸ˬˢ ˢˮˣ˩˸ˢ- 
1

S, 
1S

L L
e

= x-
1

S ) ˸˧˪˞˧ˣˣ˧˶˦ ˞˪ ˢˮˣ˩˸
1

SÅÎ ,
1

{ } SeÍ ˭˩˪ (

 ˦˲˷ˬˬRice L R
e
Î. 

2. ( ){ }2
|L M L Me= Í ˧"˰ .

2
S  ˧˩ ˸ˣ˞˶˪ ˭˸˧ˮ

2
L RÎ. 

3. *
3S

L L R
ä
= Î. 

4. ( ){ }|L M L M
Å
= = Å ˮˣ˩˸ˢˣ :ˢˬ˧˞˸ˬˢ ˢ{ }S = Å. 
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мн 

©˭ˣ˧˴˰ ˸ˮ˰ 

 ˢ˶ˣ˴ˢˬ ˸ˣˮ˰˦ ˸˥˩ˣˢL REÎ: 

¶ ˪˷ˬ˪) ˸ˣ˶˧˷˧- 
D

L.( 

¶ ˢ˧˴˵ˣˡ˶ˢ ˦˲˷ˬ 

¶ 
L R

L RE
L RE

Îë
Î Ûì

Îí

 

¶ ˪˷ˬ˪) ˫˧˧˪˪˩ ˫˧˦˲˷ˬ- .(˯˧˧˶ ˦˲˷ˬ 

:˸ˣ˞ˬˠˣˡ 

-  ( ){ }|L M L M
Å
= = Å 

- ( ){ }*

*
|L M L M

ä
= = ä 

- ( ) ( ){ }1 2 1 2
, |

EQ
L M M L M L M= = 

:ˢˮ˰˦ * *, , , ,
EQ EQ

L L L L L RE
Å ä ä

Î. 

 ˦˲˷ˬRice  ˸ˣ˲˷˪RE: ˧ˢ˸ S  ˸ˬ˧˧˵ˬˢ ˸ˣ˲˷ ˪˷ ˸˧˪˞˧ˣˣ˧˶˦ ˞˪ ˢˮˣ˩˸SÅ Í  :˧ˤ˞
S

L REÎ .

˸˶ˣ˩ˤ˸)- ( ){ }|
S

L M L M S= Í.( 

:ˢ˥˩ˣˢ  ˦˲˷ˬ ˸˥˩ˣˢ˟Rice '˟ ˢ˶˵ˬ- 
S S

L RE H P LÎ Û ¢. 

:˸ˣ˶˰ˢ 

-  ˪˰ ˱˯ˣˮˢ ˧˞ˮ˸ˢS ˪˷ˬ˪ :˧˥˶˩ˢ ˞ˣˢ- L RE
Å
Í ˷ ˸ˣ˶ˬ˪)-S .(˸˧˪˞˧ˣˣ˧˶˦ ˞˪ 

- ˦˲˷ˬˢ  ˸ˣˬ˧˧˵ˬˢ ˸ˣ˲˷˪ ˭ˣ˧˲˞ ˣˮˮ˧˞
S

L REÎ :˪˷ˬ˪ ,*L RE
ä
Î  ˪˥ ˞˪ ˦˲˷ˬˢ˷ ˸ˣ˶ˬ˪)

˩ˬ ˞˪ ˢˮˣ˩˸ˢ ˧˩ ˣ˧˪˰ ˸˞ ˢ˪˧Å.( 

-  ˸ˣ˲˷˪ ˞˪ˬ ˭ˣ˧˲˞ ˫˧˧˵
S

L  ˸ˣˬ˧˧˵ˬˢ
S

L REÍ ).(ˢ˞˴˶ˢ˟ ˢˤ ˪˰ ˫˧˶˟ˣ˰ ˞˪ 

 

˪˧ˠ˶˸ˬ ˢ˶˰ˢ-:˸˧˟ 

( ){ } ( ){ }| |
S

L M L M coRE M L M RE= Í = Í
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мо 

©˭ˣ˧˴˰ ˸ˮ˰ 

˟ˣ˷˧˥ ˸ˣ˧˰˟ ˪˷ ˫˧ˠˣ˯ 

¶ (˸ˣ˲˷) ˢ˰˶˩ˢ ˸ˣ˧˰˟. 

¶ ˸ˣ˧˴˵ˮˣ˲. 

¶ ˣ˲˧˥ ˸ˣ˧˰˟.(˫˧˯˥˧) ˷ 

.˸ˣ˧˴˵ˮˣ˲ ˪˰ ˶˟ˡ˪ ˶ˣ˟˰ˮ ˸˰˩ ,˸ˣ˲˷ ˣ˞ ˢ˰˶˩ˢ ˸ˣ˧˰˟ ˪˰ ˣˮ˶˟˧ˡ ˢ˩ ˡ˰ 

 

:˸ˣ˧˴˵ˮˣ˲ 

:˭ˣˬ˧˯ ( ) (){ }, |
f

L x y f x y= 

:˦˲˷ˬ  ˧ˢ˸
* *

:f ä ­ ä ,f  ˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮª 
f

L REÍ. 

:˸ˣ˶˰ˢ 

-  ˱˯ˣˮ˟ ˫˞f  :ˤ˞ ˢ˞˪ˬf  ˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮª 
f

L RÍ. 

-  ˸ˬ˧˧˵f ˷ ˨˩ ˢ˞˪ˬ ˞˪-
f

L RÍ :˪˷ˬ˪ .f ˦˪˵ ˫ˣ˷˪ ˸˶ˡˠˣˬ ˞˪« 
f

L R= ÅÍ. 

:ˢ˥˩ˣˢ 

˭ˣˣ˧˩-:˞ ˷ ˥˧ˮˮ- f  ˦"ˬ ˧"˰ ˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ
f

M  ˦"ˬ ˢˮ˟ˮˣM  ˸˞ ˸˪˟˵ˬˢ
f

L . 

Mˢ ˪˰˵ ˦˪( ),x y: 

-  ˸˞ ˳˶ˢ
f

M  ˪˰x. 

- ˟ ˭ˬ˯ˮ- ()f x  ˫˞ˣ ,˫ˡˣ˵ˢ ˡ˰˴ˢ ˪˷ ˦˪˲ˢ ˸˞()f x y=.˪˟˵ , 

- .ˢ˥ˡ ,˸˶˥˞ 

˭ˣˣ˧˩-:˟ 
f

L REÍ  ˸˞ ˸˪˟˵ˬˢ ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ ˤ˞f ˢˮ˟ˮ .
f

M  ˸˞ ˸˟˷˥ˬˢf. 

f
M  ˦˪˵ ˪˰x: (˸˶˵ˣ˟ˬ ˢ˴˶ˢ) 

-  ˶ˣ˟˰1, 2, 3,i = 

-  ˸˞ ˳˶ˢM  ˸ˣˠˣˤˢ ˪˰( )( ) ( )1 2
, , , , , ,

i
x w x w x w  ˨˷ˬ˟ ˡ˥˞ ˪˩i  ˫˞ .˫˧ˡ˰˴M 

 ˢ˪˟˧˵( ),
j

x w  ˦˪˲ ˫˰ ˶ˣ˴˰ ,ˣˢ˷˪˩
j

w˸˶˥˞ ,- .˨˷ˬˢ 

 

˞ˬˠˣˡ: ( )
( ) ( )L M L M

f M
undefined otherw ise

ë < ¤î
=ì
îí

 

:ˢˮ˰˦ f .˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ ˞˪ 

:˦˲˷ˬˢ ˧˲˪ ˢ˥˩ˣˢ ( ){ }, | ,
f

L M k L M k k= = Í :˸ˣ˞˶ˢ˪ ˵˧˲˯ˬ ,˦˲˷ˬˢˬ .

f
L REÎ :ˢ˧˴˵ˣˡ˶ ˧"˰ ˸˞ˤ ˫˧˞˶ˬ .

f
L L
Å
¢ ( ) , 0g M M=. 
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мп 

©˭ˣ˧˴˰ ˸ˮ˰ 

:˸ˣ˲˯ˣˮ ˸ˣ˞ˬˠˣˡ 

( )1

1
,

0

M stops om x
f M x

otherwise

ë
=ì
í

 -  :ˤ˞ ˭˩ ˫˞ ˧˩ ,˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ ˞˪HP RÍ. 

( )2

1
,

M stops on x
f M x

undefined otherwise

ë
=ì
í

 -  ˢ˞˶ˬ˷ ˢˮˣ˩ˬ ˧"˰) ˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮHP REÍ.( 

( )3
,

0

undefined M stops on x
f M x

otherwise

ë
=ì
í

 - ˞ ˭˩ ˫˞ ˧˩ ,˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ ˞˪ :ˤHP REÍ. 

 

:˷ˣ˲˧˥ ˸ˣ˧˰˟ 

:˞ˬˠˣˡ ( ){ } * *
, | , ,L G T G graph T spanning tree in G L= - - Ì ä ³ä. 

:˧ˣˢ˧ˤ ˸˧˰˟ ˫˧ˮˣ˸ˮ- ( ),G T.˯˥˧ˢ ˸˞ ˫˧ˬ˧˧˵ˬ ˫ˢ ˫˞ˢ , 

:˷ˣ˲˧˥ ˸˧˧˰˟  ˱˶ˠ ˭ˣ˸ˮG˷˶ˣ˲ ˳˰  ˞˴ˬ ,T˞ ˫˧˧˵ ˫˞ ,.ˡ˥ 

:ˢ˶ˡˠˢ  ˞ˢ˧
* *

S Ì ä ³ä ˣˡ ˯˥˧- .˧ˬˣ˵ˬ 

- ˷ ˫˧˶ˬˣ˞˧ˣˢ˧ˤˢ ˸˧˧˰˟  ˪˷S ˭ˣ˶˸˧˲˪ ˸ˮ˸˧ˮ  ˫˞S REÍ. 

- ˷ ˫˧˶ˬˣ˞˷ˣ˲˧˥ˢ ˸˧˧˰˟  ˪˷S ˭ˣ˶˸˧˲˪ ˸ˮ˸˧ˮ  ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ ˫˞M  ˪˩˪˷x- 

o  ˫˧˧˵ ˫˞y˷ ˨˩- ( ),x y SÍ ,M  ˫˰ ˸˶˴ˣ˰y .˦˪˲˩ (ˣˢ˷˪˩) ˢˤ˩ 

o  ˫˧˧˵ ˞˪ ˫˞y  ,ˢˤ˩M .˸˶˴ˣ˰ ˞˪ 

:ˢ˶ˡˠˢ  ˢ˧˴˵ˮˣ˲ ˭˸ˮ˧ˢ˟f  :˶˧ˡˠˮ( ) (){ }, |
f

S x y f x y= = ˪˷ ˷ˣ˲˧˥ˢ ˸˧˧˰˟ .
f

S  ˢ˪ˣ˵˷

˷˧˥ˢ ˸˧˰˟˪ˣ ˪˷ ˟f. 

 

˞ˬˠˣˡ- ˟ˣ˶ˣˠˬ˪ˣ˵ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯ 

˯˪ ,˸ˣ˧˵ˣ˥ˬ ˨˲ˢˢ ˞˧ˢ ˸ˣ˧˞˶˵˞ ˸˞ ˶˴˧˧ˬ˷ ˶˴˵ (˦"ˬ=) ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ ˫˧˧˵ ˸ˣ˧˵ˣ˥ ˫˰ ˢ˶ˡ

ˢ˶ˡ˯ˢ ˭˩˪ˣ .˸ˤˣ˶˥ˬˢ- 001001001001 ˢ˶ˡ˯ˢˬ ˸˧˞˶˵˞ ˸ˣ˥˲ ˸˧˞˶ˮ-011101100010. 

:ˢ˶ˡˠˢ { } { }0,1 0,1,bä = G = ˸ˤˣ˶˥ˬ ˶ˣ˟˰ .
*

xÍ ä  ˫˧˟˴ˬˢ ˶˲˯ˬ ˞˧ˢ ˟ˣ˶ˣˠˬ˪ˣ˵ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯

˵ ˪˰˷ ˦"ˬ ˪˷ ˶˸ˣ˧˟ ˭˦˵ˢ ˦˪e  ˸˞ ˸˦˪ˣ˲x :˭ˣˬ˧˯ .()k x. 

:˦˲˷ˬ  ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢk .˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ ˞˪ 

:˸ˣˮ˥˟˞ 

- k  ˪˩˪ˣ ,ˢ˞˪ˬ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ ˞˧ˢx () | | 1k x x¢ + ˟ ˸ˣ˞ ˪˩ ˸˟˧˸˩˪ ˟˴ˬ)-x .(ˢˮ˧ˬ˧ ˡ˰˴ ˱ˣ˯˟ˣ 

- k  ˪˩˪ ˶ˬˣ˪˩ ,ˢˬˣ˯˥ ˞˪ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ ˞˧ˢt  ˫˧˧˵x ˷ ˨-()k x t>. 

:ˢ˥˩ˣˢ 

˥˧ˮˮ ˷ ˢ˪˧˪˷˟-k ˣ ˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ-
k

M ˟ ˢ˶˧˸˯˪ ˰˧ˠˮˣ ˢ˸ˣ˞ ˸˟˷˥ˬˢ ˦"ˬ-2 :˫˧˟˪˷ 

1.  ˦"ˬ ˢˮ˟ˮ
1

M  ˦˪˵ ˪˰˷t  ˸˞˴ˣˬx ˷ ˨˩-()k x t> .(ˢˬˣ˯˥ ˞˪ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢ ˧˩ ˢˤ˩ ˫˧˧˵) 
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мр 

©˭ˣ˧˴˰ ˸ˮ˰ 

ˢ ˪˩ ˪˰ ˶ˣ˟˰ˮ-x- ˪˩˪ ,˧˲˶ˠˣ˵˧˯˵˪ ˶ˡ˯ ˧˲˪ ˫˧x  ˟˷˥ˮ()k x  ˧"˰
k

M  ˡ˰ (ˡ˧ˬ˸ ˸˶˴ˣ˰˷)

˪ ˰˧ˠˮ˷-x ˟ˬˢ.ˣ˸ˣ˞ ˦ˣ˪˲ˮˣ (ˢˤ˩ ˫˧˧˵) ˷˵ˣ 

˟ ˭ˬ˯ˮ-m  ˪˷ ˫˧˟˴ˬˢ ˶˲˯ˬ ˸˞
1

M. 

 ˧ˢ˧n ˷ ˨˩ ˪ˣˡˠ ˵˧˲˯ˬ ˶˲˯ˬ- 2 3
n

n m- ² +. 

2.  ˢˮ˟ˮ
2

M  ˦˪˵ ˪˰˷e :˞˟ˢ ˭˲ˣ˞˟ ˸ˡ˟ˣ˰ 

-  ˸˟˸ˣ˩2
n

  :˞˟ˢ ˭˲ˣ˞˟ ˢ˪˷ ˦˶˯ˢ ˪˰1000 0 .ˢ˪˥˸ˢ˪ ˷˞˶ˢ ˸˞ ˢ˶˧ˤ˥ˬˣ 

-  ˸˞ ˢ˴˧˶ˬ
1

M  ˪˰2
n

˟ ˭ˬ˯ˮ .-x .˦˪˲ˢ ˸˞ 

˫˧˟˴ˬˢ ˶˲˯ˬ  ˪˷
2

M :2n+  ˸˟˧˸˩˪ ˫˧˟˴ˬ2
n

 ,1  ,˷˞˶ˢ ˸˶ˤ˥ˢ˪m  ˸˪˰˲ˢ˪
1

M .

 :˩"ˢ˯˟3n m+ +  .˫˧˟˴ˬ 

 ˸˶˧˥˟ ˭˲ˣ˞ ˧˲˪nÛ 3 2
n

n m+ + ¢. 

 ˪˰ ˪˩˸˯ˮx: 

¶  
2

M  ˪˰e  ˸˦˪ˣ˲x ˬ ˭˦˵ˢ ˫˧˟˴ˬ ˶˲˯ˬ˟-2
n

 :˭˩˪ˣ .() 2
n

k x < 

¶ 
1

M  ˦˪˵ ˪˰2
n

  ˸˦˪ˣ˲x :˭˩˪ˣ ,() 2
n

k x >. 

 ˸ˬ˧˧˵˷ ˢ˥ˮˢ˪ ˢ˶˧˸˯
k

M ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢ ˭˩˪ˣ ,k .˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ ˢˮ˧˞ 

 

:˦˲˷ˬ ˸˧˲ ˫˧˧˵˟˪ ˭ˣ˶˰ˢ ˸˧˧ˣˢ˧ˤ « ˢ ˸˧˰˟˪ ˭ˣ˶˸˧˲ ˫˧˧˵˷ˣ˲˧˥. 

:ˢ˥˩ˣˢ  ˦˪˵ ˭˸ˮ˧ˢ˟x  ˠˣˤ ˸˶˵ˣ˟ˬ ˢ˴˶ˢ˟ ˞˴ˬˮ( ),x y ˷ ˨˩-( ),x y SÍ .(˫˧˧˵ ˫˞) 

:ˢˮ˰˦ ˢ ˸˧˰˟˪ ˭ˣ˶˸˧˲ ˫˧˧˵˷ˣ˲˧˥ « ˢ ˸˧˰˟˪ ˭ˣ˶˸˧˲ ˫˧˧˵˧ˣˢ˧ˤ. 

:˞ˬˠˣˡ 
EQ

L) ˢ˷˵ ˧ˣˢ˧ˤˢ ˸˧˧˰˟ ,
EQ

L REÎ˭ˣ˶˸˧˲˪ ˸ˮ˸˧ˮ ˷ˣ˲˧˥ˢ ˸˧˰˟ ˪˟˞ (- ( ),M M. 

 

:˸ˣ˞ˬˠˣˡ 

¶ { }1
, |

u
S L M x M accepts x= =ˣ˶˸˧˲˪ ˸ˣˮ˸˧ˮ ˷ˣ˲˧˥ˢˣ ˧ˣˢ˧ˤˢ ˸ˣ˧˰˟ ..˭ 

¶ { }2
, |

u
S L M x M does not accept x= =) ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˸ˮ˸˧ˮ ˞˪ .

u
L REÎ(  ˸ˮ˸˧ˮ ˞˪ ˫ˠ .

˪ ˫ˠ ˤ˞ ˭ˣ˶˸˧˲ ˷ˣ˲˧˥ˢ ˸˧˰˟˪ ˫˧˧˵ ˫˞ ˧˩ ˷ˣ˲˧˥˪-*L
ä

 ˷ ˨˩˪ ˢ˶˧˸˯˟-*L RE
ä
Î. 
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 ˵˪˥˪ ˞ˣ˟ˬII 

˲˪) ˭ˣ˶˸˧˲˪ ˸ˣˮ˸˧ˮˢ ˸ˣ˧˰˟ˢ ˭ˬ ˢˤ˧˞ ˵˪˥ ˧I ˭ˣ˶˸˧˲˪ ˸ˣˮ˸˧ˮ (˪˧˰˧ ?.(˭ˣ˶˩˧ˤ ˣ˞ ˭ˬˤ ˪˷ ˫˧˥ˮˣˬ˟) 

 ˧ˣ˪˸ ˞ˣˢ ˧˩ ˟ˣ˦ ˡˡˬ ˞˪ ˢˤ ˪˟˞ ,ˢˮ˩ˣ˸ ˳˧˶ˢ˪ ˣˮ˪ ˥˵ˣ˪˷ ˭ˬˤˢ ˧˲˪ ˸ˣ˪˧˰˧ ˡˣˡˬ˪ ˧˪ˣ˞ ˢ˸˲ˬ

 .˸˧˦˶ˣ˞˧˸ ˢ˶ˡˠˢ ˶ˣ˟˰ ˢˤ˩ ˡˡˬ˟ ˷ˬ˸˷ˢ˪ ˭˸˧ˮ ˞˪ .'ˣ˩ˣ ˫˧˴˧˶ˬ ˣˮ˥ˮ˞ ˢ˧˪˰˷ ˢ˶ˬˣ˥ ˧ˣ˪˸ ,˷ˣˬ˧ˬ

 ˣˮ˥ˮ˞˶˥˞ ˡˡˬ˟ ˷ˬ˸˷ˮ- ˢˬ˩ ˪˰ ˦"ˬ˪ ˫˧˷ˣ˶ˡ ˫˧ˡ˰˴-.˟ˣ˷˧˥ˢ ˸˞ ˰˴˟˪ ˸ˮˬ 

 

:˭ˬˤˢ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯  ˦"ˬ ˪˷ ˭ˬˤˢ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯M  ˸˧˵˪˥ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ ˞˧ˢ
*

:
M

t ä ­  ˪˩˪ ˢˬ˧˞˸ˬ˷

*
xÍ ä  ˪˷ ˫˧ˡ˰˴ˢ ˶˲˯ˬ ˸˞M  ˪˰x  ˫˞M .˸ˡˠˣˬ ˞˪ ˞˧ˢ ˸˶˥˞ˣ ,ˣ˧˪˰ ˸˶˴ˣ˰ 

:˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯ ˫˯˥  ˢ˧˴˵ˮˣ˲˷ ˫˧˶ˬˣ˞:T ­  ˦"ˬ ˶ˣ˟˰ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯ ˫˯˥ ˞˧ˢM  ˪˩˪ ˫˞x 

() ( )| |
M

t x T x¢ ˲˯ˬ).(˦˪˵ˢ ˨˶ˣ˞ ˪˷ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ ˧"˰ ˫ˣ˯˥ ˢ˷ˣ˰ ˢˮˣ˩ˬˢ˷ ˫˧ˡ˰˴ˢ ˶ 

ˢ˪˞˷˟ ˭˧˧ˮ˰˸ˮ- ?˪˧˰˧˩ ˟˷˥˧˧ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯ ˫˯˥ ˢˤ˧˞ 

¶  ,˸˧˪˞˧ˣˣ˧˶˦ ˞˪ ˢˮˣ˩ˬ ˪˩˪() , | |T n n x n² = .(˦˪˵ˢ ˸˞ ˞ˣ˶˵˪ ˨˧˶˴ ˧˩) 

¶  ˧ˮ˷ ˡ˴ˬ( ) ( )2
2 , 2

n
n

O O ˪ ˡˣ˞ˬ ˫˧˪ˣˡˠ ˫˧˩˶˰ ˫ˢ-n. 

¶ .˸ˣ˞˧˴ˬ˪ ˢˬ˞˸ˢ 

¶ ."˸˧˦ˬ˸ˬ ˸ˣ˥ˣˮ" 
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˪˧˰˧ ˟ˣ˷˧˥ 

:ˢ˶ˡˠˢ  ˦"ˬM  ˫ˣ˧ˮ˪ˣ˲ ˫˧˧˵ ˫˞ ˸˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲/ˢ˪˧˰˧ ˞˶˵˧˸() ( )c
p n O n=  ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯ ˫˯˥ ˢˣˣˢˬˢ

.ˢ˶ˣ˟˰ 

:ˢ˶ˡˠˢˢ ˸ˣˮˣ˶˸˧ 

- .ˢ˶ˡˠˢ˪ ˪˲ˣˮ ˷ˣˬ˧˷˟ ˞˴ˬˮ˷ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ ˪˩ ˦˰ˬ˩ 

- ˷ˣˬ :˸ˣˡ˧ˬ˰.(˸ˣ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˸ˣ˶ˬ˷ˬ ˞"ˬ ˭˧˟ ˸ˣ˪˧˵˷ˢ ˸ˣ˥˩ˣˢ) ˪ˡˣˬ˪ ˷˧ˠ˶ ˞˪ ˸ˣ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ˢ ˠ 

-  .˶ˣˠ˯ ˸ˣˮˣ˩˸ ˸ˬ˧˧˵ˬ ˸ˣ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ 

:˞ˬˠˣˡ ,f g  ˫ˠ ˤ˞ ˪˧˰˧ ˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˣˮ˸˧ˮ() ()( )h x f g x= .˪˧˰˧ ˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ 

:ˢ˥˩ˣˢ f ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ ˪˧˰˧ ˟ˣ«  ˸ˬ˧˧˵
f

M  ˭ˬˤ˟ ˢ˸ˣ˞ ˸˟˷˥ˬˢ( )c
O n. 

       g  ˪˧˰˧ ˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ«  ˸ˬ˧˧˵
g

M  ˭ˬˤ˟ ˢ˸ˣ˞ ˸˟˷˥ˬˢ( )d
O n. 

       ˢˮ˟ˮ
h

M  ˸˞ ˸˟˷˥ˬ˷h  ˦˪˵ ˪˰x. 

1.  ˸˞ ˳˧˶ˮ
f

M  ˪˰x ˵˪˪˟ ˸()y f x=. 

2.  ˸˞ ˳˧˶ˮ
g

M  ˪˰y  ˸˪˟˵˪() ()h x z g y= = .ˣ˸ˣ˞ ˦ˣ˪˲ˮˣ 

:˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯  ˟˪˷˟1 
f

M  ˭ˬˤ ˢ˴˶( )c
O n  ˸˶˴˧˧ˬˣy  ˣ˩˶ˣ˞˷( )| |

c
y O n=˟˪˷˟ .-2 

g
M 

 ˭ˬˤ ˢ˴˶( ) ( )| |
d cd

O y O n= :˩"ˢ˯ .( )cd
O n. 

 

:ˢ˶ˡˠˢˢ ˸ˣˮˣ˶˯˥ 

- ˸ˬ˪˷ˣˬ ˞˪ ˞˧ˢ ˸ˣ˞˧˴ˬ˪ ˢˬ˞˸ˢˢ 

o  ˱˧ˡ˰ˮ ˸ˣ˞˧˴ˬ˟
log logn

n ˪˰- ˧ˮ˲
1000

n .˭˩ ˧ˮ˷ˢˣ ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˞˪ ˭ˣ˷˞˶ˢ˷ ˸ˣ˶ˬ˪ 

o ˯˵˪˲ˬ˧˯-  ˭ˬˤ˟ ˳˶ ˫˧ˬ˧˧ˣ˯ˬ ˫˧˶˵ˬ˟ˣ ˸ˣ˞˧˴ˬ˟ ˸ˣˮ˩ˣ˸ ˢ˟˶ˢ˟ ˷ˬˣˬˬ˷ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞

.˪˧˰˧ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ˢ ˫ˢ˧˪˰ ˫˧˦˪˵˟ ˵˶ˣ ˨˞ ˦˰ˬ˩ ˫˧˪˵˸ˮ ˪˰ˣ˲˟ ˪˟˞ .˧˪˞˧˴ˮˮˣ˲˯˵˞ 

 

:˪˧˰˧ ˟ˣ˷˧˥ ˪˷ ˸ˣ˵˪˥ˬ 

 ˧˪ˣ˲ ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ }M ˷ ˨˩- ( )L M L=
*

{ |P L= Ì ä. 

 ˧˪ˣ˲ ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ }M ˷ ˨˩- 
M

f f= 
* *

{ : |POLY f= ä ­ G. 

:˸ˣˮˣ˩˸ P RÌ ,f f POLY« Í .ˢ˞˪ˬ ˟ ˞˧ˢ ˸˧˲ˣ˯ ˢ˲˷ ˪˩-P. 

:ˢ˶ˡˠˢ f  ˫ˣˮ˧˪ˣ˲ ˫˧˧˵ ˫˞ ˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˢˬˣ˯˥()p n ˷ ˨˩- () ( )| | | |f x p x¢. 

 

:˸ˣ˲˷˪ ˸ˣ˧˴˵ˮˣ˲ ˭˧˟ ˶˷˵ 

 ˢ˧˴˵ˮˣ˲ ˭˸ˮ˧ˢ˟ :˸˶ˣ˩ˤ˸f  ˣˮ˶ˡˠˢ ˢ˞˪ˬ( ) (){ }, |
f

L x y y f x= =  :˧˩ ˣˮ˥˩ˣˢˣf  ˸ˮ˸˧ˮ

 ˫"˫˞ ˟ˣ˷˧˥˪
f

L RÍ.˪˧˰˧ ˟ˣ˷˧˥ ˸ˮ˧˥˟ˬ ˢˬˣˡ ˶˷˵ ˫˧˧˵ ˫˞ˢ ˸˰ˡ˪ ˢ˴˶ˮ . 

:ˢˮ˰˦ˢ f  ˫"˫˞ ˪˧˰˧ ˟ˣ˷˧˥˪ ˸ˮ˸˧ˮ
f

L PÍ .ˢˮˣ˩ˮ ˢˮ˧˞ 
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:˞ˬˠˣˡ ()
| |

2
1

x

f x =- 
f

L PÍ ˮ˧ˢ˟ ˧˩ ˭˸( ),x y  ˟˷˥˪ ˭˸˧ˮ()f x ˪ ˸ˣˣ˷ˢ˪ˣ-y ˪˟˞ (˪˧˰˧)

f POLYÎ ˵˶ ˞ˣˢ ˦˪˵ˢ ,˸ˣ˪˧˰˧˟ ˦˪˲ˢ ˸˞ ˟ˣ˸˩˪ ˧ˡ˩ ˭ˬˤ ˵˧˲˯ˬ ˭˧˞ ˧˩x  ˪˷ ˷ˣ˲˧˥ˣy 

.˦˪˵˟ ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˭ˬˤ˟ ˰˴˟˸ˢ˪ ˪ˣ˩˧ ˞˪ ˣ˶ˣ˟˰ ˫˧˞˸ˬ 

:ˢ˶˰ˢ  .˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˸ˣˬˣ˯˥ ˭ˢ˷ ˸ˣ˧˴˵ˮˣ˲ ˶ˣ˟˰ ˫ˠ ˸˧˸˧˧˰˟ ˢˮ˰˦ˢ 

 

:ˢ˶ˡˠˢ  }y  ˪˷ ˞˷˧˶ˢ ˞˧ˢ()f x( ){ , |
f

L x y
¡
=. 

:˦˲˷ˬ f POLYÍ  ˫"˫˞f ˮ˧˪ˣ˲ ˢˬˣ˯˥ˬˣ ˫ˠˣ ˸˧˪˞˧
f

L P
¡
Í. 

:ˢ˥˩ˣˢ 

˭ˣˣ˧˩-1: f POLYÍ  ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ ˤ˞
f

M  ˟ˣ˷˧˥˪f«f ˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˢˬˣ˯˥  ˪˷ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢ ˧˩)

f
M  ˞˧ˢ˷f (˸˧˪˞ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˞˧ˢ . ˶ˣ˟˰ ˧˪ˣ˲ ˦"ˬ

f
L  ˦˪˵ ˪˰( ),x y  ˸˞ ˟˷˥˸()f x  ˧"˰

f
M 

˪ ˢˣˣ˷˸ˣ-y. 

˭ˣˣ˧˩-2: f ˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˢˬˣ˯˥«  ˫˧˞˸ˬ ˫ˣˮ˧˪ˣ˲ ˫˧˧˵p .
f

L P
¡

« Í  ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵M ¡  ˶ˣ˟˰

 ˭ˬˤ ˢ˴˶ ˶˷˞ ˢ˲˷ˢq.  ˢˮ˟ˮ
f

M  ˸˞ ˸˟˷˥ˬˢf  ˦˪˵ ˪˰x: 

-  :˪ˣ˥˸˞y e=. 

-  ˪˩ ˶ˣ˟˰ :ˢ˧˴˶˦˧˞aÍG  ˫˞ˢ ˵ˣˡ˟( ),
f

x ya L
¡

Í  ˧"˰)M ¡.( 

o  ,˭˩ ˫˞y ya« .ˢ˷ˡ˥ ˢ˧˴˶˦˧˞ ˫˧˪˧˥˸ˬˣ 

o .ˢ˞˟ˢ ˸ˣ˞ˢ ˸˞ ˫˧˯ˮˬ ,˞˪ ˫˞ 

o  ˦˪˲ ˫˰ ˫˧˶˴ˣ˰ ,˸ˣ˧˸ˣ˞ˢ ˪˩ ˸˞ ˣˮ˧˯˧ˮ ˫˞y .(˭ˣ˶˸˧˲ˢ ˫ˠˣ ˞˷˧˶ ˫ˠ) 

ˣ˧˩ˣ˟˧˯:˸ ˸ˣ˧˴˶˦˧˞ˢ ˶˲˯ˬ-  ˧˩) ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲f  ˞ˣˢ ˟ˣ˷˧˥ˢ ˢ˧˴˶˦˧˞ ˪˩˟ .(˸˧˪˞˧ˬˮ˧˪ˣ˲ ˢˬˣ˯˥

 ˧"˰ ˢ˷˰ˮ ˞ˣˢ ˧˩) ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲M ¡  :˩"ˢ˯ .(˸˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˦"ˬ
f

M .˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˭ˬˤ˟ ˢ˴˶ 

 

:˷ˣ˲˧˥ ˸ˣ˧˰˟ 

:ˢ˶ˡˠˢ  ˧ˢ˧
* *

S Ì ä ³ä ˣˡ ˯˥˧- .˧ˬˣ˵ˬ 

¶ ˷ ˫˧˶ˬˣ˞ ˸˧˰˟ˢ˧ˣˢ˧ˤ  ˪˷S ˪˧˰˧ ˭ˣ˶˸˧˲˪ ˸ˮ˸˧ˮ  ˫˞S PÍ. 

¶ ˷ ˫˧˶ˬˣ˞˷ˣ˲˧˥ˢ ˸˧˰˟  ˪˷S ˪˧˰˧ ˭ˣ˶˸˧˲˪ ˸ˮ˸˧ˮ ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ ˫˞˧ ˸˧˪˞M  ˪˩˪˷ ˨˩
*

xÍ ä ˫˧˧˵ ˫˞ :y ˷ ˨˩-( ),x y SÍ  ˤ˞M ˟ ˸˶˴ˣ˰-
A

q  ˦˪˲ ˫˰y  ˸˶˥˞ ,ˢˤ˩M 

˟ ˸˶˴ˣ˰-
R

q .(˦˪˲˪ ˸ˣ˟˧˷˥ ˭˧˞ˣ) 

:ˢˮ˥˟˞  ˪˧˰˧ ˷ˣ˲˧˥Û .˪˧˰˧ ˧ˣˢ˧ˤ 

:ˢ˶ˡˠˢ  ˯˥˧S  ˫ˣˮ˧˪ˣ˲ ˫˧˧˵ ˫˞ ˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫ˣ˯˥ ˞ˣˢp  ˪˩˪˷ ˨˩( ),x y SÍ  :˫˧˧˵˸ˬ

( )| | | |y p x¢. 

 

˥˯ˣˮ) ˟˷˥ˬˢ ˧˰ˡˬ ˪˷ ˸˧ˤ˩˶ˬˢ ˢ˥ˣ˸˲ˢ ˢ˪˞˷ˢ-1:( 

 ˶ˣ˟˰S  ˪˧˰˧ ˧ˣˢ˧ˤ ˫˞ˢ ,˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˢˬˣ˯˥Û ?˪˧˰˧ ˷ˣ˲˧˥ 
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:ˢ˶ˡˠˢ  ˢ˲˷L  ˢ˵˪˥ˬ˪ ˸˩˧˧˷N P ˣˡ ˯˥˧ ˫˧˧˵ ˫˞- ˧ˬˣ˵ˬ
L

R :˫˧˧˵ˬˢ 

1. 
L

R .˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫ˣ˯˥ 

2. 
L

R .˪˧˰˧ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˭˸˧ˮ 

3. ( ){ }| : ,
L

L x y x y R= $ Í- ˢ ˪˩ ˯˥˧˟-x ˢ ˸˧˰˟˪ ˫ˢ˪˷ ˸ˣˮˣ˶˸˧˲ˢˣ.˷ˣ˲˧˥ 

ˢˮ˥˟˞-1: P NPÌ. 

:ˢ˥˩ˣˢ  ˭˸ˮ˧ˢ˟L PÍ  ˯˥˧ ˢ˞˶ˮ
L

R ˫˧˞˸ˬ- ( ){ }, |
L

R x x x L= Í  ˭˸˧ˮ ˧˩ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˭˸˧ˮ ˞ˣˢ)

 ˫˞ ˵ˣˡ˟˪y x=  ˫˞ ˵ˣˡ˟˪ ˭˸˧ˮ ˫ˠˣx LÍ  ˧˩L PÍ.( 

ˢˮ˥˟˞-2: NP RÌ. 

:ˢ˥˩ˣˢ  ˧ˢ˸L N PÍ  ˧ˢ˧ˣ
L

R  .˫˧˞˸ˬˢ ˯˥˧ˢ˟ ˦˶˲
L

R  ˫ˣˮ˧˪ˣ˲ ˧"˰ ˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˢˬˣ˯˥p ˫ˠˣ ,

L
R  ˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˦"ˬ ˧"˰ ˪˧˰˧ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˭˸˧ˮM ˦"ˬ ˶˞˸ˮ .M ¡  ˸˞ ˢˢˤˬ˷L  :ˡ˧ˬ˸ ˸˶˴ˣ˰ˣ

 ˭˸ˮ˧ˢ˟x ˢ ˪˩ ˪˰ ˶ˣ˟˰ˮy-ˣ˞ ˭˦˵ ˫˩˶ˣ˞˷ ˫˧ ˪ ˢˣˣ˷-( )| |p x ˧"˰) ˵ˣˡ˟ˮ ˫ˢˬ ˡ˥˞ ˪˩˪ .M (

 ˫˞ˢ( ),
L

x y RÍ ˣˮ˞˴ˬ ˫˞ .y  ˢˤ˩x LÍ Û.˪˟˵ˮˣ , ˢ ˪˩ ˪˰ ˣˮ˶˟˰ ˫˞y- ˣˮ˞˴ˬ ˞˪ˣ ˫˧

x LÎ Û ) ˢ˷˧˶ˡˬ ˸˰˟ˣˮ ˸ˣˮˣ˩ˮˢ .ˢ˥ˡˮ ˭˩˪ˣ3 ˪˷ (
L

R  ˢ˪˧˩ˬ ˞˧ˢ˷( ),x y  ˫˞x LÍ.  

 

 ˢ˪˞˷ˢ˸˧ˤ˩˶ˬˢ ˢ˥ˣ˸˲ˢ ˥˯ˣˮ) ˟˷˥ˬˢ ˧˰ˡˬ˟-2:( 

 ˫˞ˢP N P=? 

 

:˦˲˷ˬ ˪˷ ˫˧˥˯ˣˮˢ ˧ˮ˷ ˶ˬˢ ˢ˥ˣ˸˲ˢ ˢ˧˰˟ˢ:˶ˬˣ˪˩ ,˫˧˪ˣ˵˷ ˫ˢ ˸˧ˤ˩ 

P N PÚ = .˪˧˰˧ ˷ˣ˲˧˥ ˶˶ˣˠ ˪˧˰˧ ˧ˣˢ˧ˤ ,˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˯˥˧ ˪˩˪ 

:ˢ˥˩ˣˢ 

˭ˣˣ˧˩-1: ˷ ˥˧˩ˣˢ˪ ˵˧˲˯ˬ-NP PÌ  ˧ˢ˸ .(˸ˬ˧˧˵ ˢ˩ˣ˲ˢˢ ˢ˪˩ˢˢ ˧˩)L N PÍ  ˤ˞ ,˧ˢ˷˪˩ ˢ˲˷

 ˫˧˧˵
L

R  ˦˶˲˟ .ˢ˶ˡˠˢˢˬ ˥˦˟ˣˬ˩
L

R ˷ ˰˟ˣˮ ˢ˥ˮˢˢˬˣ ˪˧˰˧ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˭˸˧ˮˣ ˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫ˣ˯˥-
L

R 

 ˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ ,˶ˬˣ˪˩ .˪˧˰˧ ˷ˣ˲˧˥˪ ˭˸˧ˮM  ˪˩˪˷ ˨˩x ˫˧˧˵ ˫˞ ,y ˷ ˨˩-

( ),
L

x y RÍ˟ ˸˶˴ˣ˰ ˞˧ˢ ,-
A

q  ˦˪˲ ˫˰)y ˟ ˸˶˴ˣ˰ ˞˧ˢ ˫˧˧˵ ˞˪ ˫˞ˣ (ˢˤ˩-
R

q :˭˩˪ˣ .

( )L P L M LÍ Û =. 

˭ˣˣ˧˩-2:  ˧ˢ˧S  .˪˧˰˧ ˷ˣ˲˧˥˪ ˭˸˧ˮ ˞ˣˢ˷ ˸ˣ˞˶ˢ˪ ˢ˴˶ˮˣ ˪˧˰˧ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˭˸˧ˮˢ ˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫ˣ˯˥ ˯˥˧

 :˶˧ˡˠˮ( )( )( ){ }, , | ,S x z w x zw S¡= Í ˸ˣˮˣ˩˸ ˪˪ˠ˟) ˫˧˧˵˸ˬ ˣ˶ˣ˟˰ .S :(S¡  ˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫ˣ˯˥

 ˫ˠˣS¡  .˪˧˰˧ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˭˸˧ˮ( ) ( )( ){ }, | : , ,
S

L x z w x z w S
¡

¡= $ Í ˸˶ˡˠˢˬ .N P :
S

L NP
¡
Í .

˷ ˰˟ˣˮ ˢ˥ˮˢˢˬ-
S

L P
¡
Í  ˸ˬ˧˧˵ ˭˩˪ˣM ¡  ˶ˣ˟˰ ˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲

S
L
¡

 ˦"ˬ ˶˞˸ˮ .M  ˸˞ ˸˶˸ˣ˲˷

 ˪˷ ˷ˣ˲˧˥ˢ ˸˧˰˟S : ˦˪˵ ˭˸ˮ˧ˢ˟x  ˫˞ˢ ˵ˣˡ˟ˮ( ),
S

x Le
¡

Í  ˟˧˥˶ˬ˷ ˭ˣ˶˸˧˲ ˷˧ ˫˞ˢ ,˶ˬˣ˪˩)

ˢ˵˧˶ˢ ˸ˤˣ˶˥ˬˢ ˸˞- (˫˧˧˵ ˫˞ ,ˢˤ˩ ˞ˣˢ ˭ˣ˶˸˧˲ ˪˩ˣ˰ ,(˭ˣ˶˸˧˲ ˭˧˞) ˞˪ ˫˞ .˟ ˫˧˶˴-
R

q ,˭˩ ˫˞ .

y e«  ˪˩˪ :˸ˣ˧˴˶˦˧˞˟ ˫˧˪˧˥˸ˬaÍG  ˫˞ˢ ˵ˣˡ˟( ),
S

x ya L
¡

Í ,˭˩ ˫˞ .y ya«˞˪ ˫˞ ,- 

˶˴ˣ˰ ,˸ˣ˧˸ˣ˞ˢ ˪˩ ˪˰ ˶ˣ˟˰˪ ˣˮˬ˧˧˯˷˩ .ˢ˞˟ˢ ˸ˣ˞ˢ ˸˞ ˵ˣˡ˟˟ ˫˧-
A

q  ˦˪˲ ˫˰y. 
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NPC- ˸ˣ˷˵ ˸ˣ˧˰˟ 

NPC: ˟ ˶˸ˣ˧˟ ˸ˣ˷˵ˢ ˸ˣ˧˰˟ˢ-NP. 

:ˢ˶˰ˢ ˟ ˣˢ˷ˬ ˷˧ ˫˞ ˰ˣˡ˧ ˞˪-NP ˟ ˞˴ˬˮ ˞˪˷-P. 
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2
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1 2p

L L¢ :˫˞ 
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:ˢ˶ˡˠˢ  ˢ˲˷L  ˞˶˵˧˸NP-ˢˬ˪˷ :˫˞ 

1. L N PÍ. 

2.  ˪˩˪L N P¡Í  :˫˧˧˵˸ˬ
p

L L¡¢  ˸˞ ˵˶ ˸ˬ˧˧˵ˬ˷ ˢ˲˷)2  :˸˞˶˵ˮNP-ˢ˷˵.( 

 :˭ˬˣ˯˸ ˪"ˮˢ ˸ˣ˲˷ˢ ˸˴ˣ˟˵NPC. 

 

:˦˲˷ˬ  ˞ˢ˸L N PCÍ  :˫˧˧˵˸ˬ ˤ˞P N P L P= Ú Í. 

:ˢ˥˩ˣˢ 

 ˭ˣˣ˧˩Ý: L N PCÍ ˢ˶ˡˠˢˢˬ ˤ˞- L N PÍ ˢ˥ˮˢˢˬ ˤ˞- L PÍ. 

 ˭ˣˣ˧˩Û ˥˧˩ˣˢ˪ ˵˧˲˯ˬ :NP PÌ ˧ˢ˸ .L N P¡Í  ˤ˞ .˧ˢ˷˪˩ ˢ˲˷
p

L L¡¢  ˧˩)L  ˞˧ˢNP-

 ˫ˠˣ (ˢˬ˪˷L PÍ  ˢ˧˴˵ˣˡ˶ˢ ˦˲˷ˬ ˧˲˪ ˤ˞L P¡Í. 
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˟ ˞˧ˢ ˢ˲˷˷ ˥˧˩ˣˢ˪ ˫˧˩˶ˡ-NPC: 

1. ˶˧˷˧.ˢ˶ˡˠˢˢ ˲"˰ ˸ˣ 

2. ˪˰ ˢ˲˧˵˰ ˢ˥˩ˣˢ-:˨ˬ˯ 

:ˢˮ˰˦  ˫˞L N PÍ  ˫ˠˣ
1

L NPCÍ  :˫˧˧˵˸ˬ ˫ˠˣ
1 p

L L¢  :ˤ˞L N PCÍ. 

:ˢ˥˩ˣˢ  ˪˩˪ :˸ˣ˧˟˧˦˧ˤˮ˶˦ˬL N P¡Í  :˫˧˧˵˸ˬ
1p p p

L L L L L¡ ¡¢ Û ¢ ¢. 
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) ˫˧˸ˬ˴˟ ˧ˣ˯˧˩ˢ ˸˧˰˟Vertex Cover:( 

:ˢ˶ˡˠˢ  ˧ˢ˧( ),G V E=  ˢ˴ˣ˟˵ .˱˶ˠB VÌ  ˸˷˵ ˪˩˪ ˫˞ ˫˧˸ˬ˴ ˧ˣ˯˧˩ ˸˞˶˵ˮ( ),a b EÍ 

 :˫˧˧˵˸ˬa BÍ  ˣ˞b BÍ .(˫ˢ˧ˮ˷ ˣ˞) 

:˸ˣ˶˰ˢ 

- ˪ˡˣˠ˟ ˫˧˸ˬ˴ ˧ˣ˯˧˩ ˫˧˧˵ ˟˩ˣ˩ ˱˶ˠ˟-1. 

-  ˧"˰ ˸ˣ˯˩˪ ˭˸˧ˮ ˱˶ˠ ˪˩| | 1V - .˫˧˸ˬ˴ 

-  ˞˪ˬˢ ˱˶ˠ˟
n

K  ˸ˣ˥˲˪ ˣ˪ˡˣˠ ˧ˣ˯˧˩ ˪˩| | 1V -. 

 ˢ˴ˣ˟˵ ˸ˬ˧˧˵ }B  ˪ˡˣˠ˟k  ˪˷ ˫˧˸ˬ˴˟ ˧ˣ˯˧˩ ˢˣˣˢˬˢG{( , ) |VC G k= 

 }B  ˪ˡˣˠ˟ ˫˧˸ˬ˴˟ ˧ˣ˯˧˩ ˞ˣˢk  ˶ˣ˟˰G{(( , ), ) |
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S G k B=. 

:˸ˣˮˣ˩˸ 
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S .˸˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫ˣ˯˥ 

¶ S ˷ ˞ˡˣˣ˪ ˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˭ˬˤ˟ ˭˸˧ˮ) ˪˧˰˧ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˭˸˧ˮ- | |B k= ˷ˣ-B ˟ ˸˷˵ ˪˩ ˢ˯˩ˬ-G.( 

¶ ˡ˧ ˞˪.(˧˪˞˧˴ˮˮˣ˲˯˵˞ ˭ˣ˶˸˧˲ ˫˧˧˵) ˪˧˰˧ ˭ˣ˶˸˧˲˪ ˸ˮ˸˧ˮ ˷ˣ˲˧˥ˢ ˸˧˰˟ ˫˞ ˰ˣ 

:ˢˮ˰˦ VC N PCÍ. 

)N C N PÍ  ˯˥˧ˢ ˲"˰
VC

S˶˥ˣ˞ˬ ˶˸ˣ˧ ˢ˞˶ˮ .- 3
p

SAT VC¢.( 
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) ˸ˠ˴˧˧ˬˢ ˢ˴ˣ˟˵ˢ ˸˧˰˟Hitting Set:( 
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-  ˪˩˪1i ²ˢ ˢ˶ˣ˷ˢ ,-i  ˢ ˢ˶ˣ˷ˢˬ ˸˪˟˵˸ˬ1i -  ˪˷ (˧˵ˣ˥) ˡ˥˞ ˡ˰˴ ˧"˰M. 

¶ 2  ˶˸ˣ˧ˢ ˪˩˪˟ ˸ˣ˪ˡ˟ˮ ˸ˣ˟˵ˣ˰ ˸ˣ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵3 .˸ˣˬˣ˵ˬ 

¶  ˞˸ˢ( ),i j  ˨ˣ˸ˬ ˡ˧˥˧ ˭˲ˣ˞˟ ˶ˡˠˣˬ ˢ˪˟˦˟4  :˫˧˞˸ˢ{ }1, , 1, 2j j j j- + +  ˢ˶ˣ˷˟

ˣ˧ˮ˲˪˷- 1i -. 

¶  ˪˷ ˸˧ˮ˟˸5  ˫˰ ˸˧˦ˮ˦˯˧˯ˮˣ˵ ˢ˧ˢ˸ ˫˞ ˸˧˵ˣ˥ :˞˶˵˧˸ ˣˤ˩ ˫˧˞˸
M
d. 
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нф 

©˭ˣ˧˴˰ ˸ˮ˰ 

¶ 
M

S- ˟ ˧ˣ˪˸) ˰ˣ˟˵ ˞ˣˢ ˸ˣ˧˦ˮ˦˯˧˯ˮˣ˵ˢ ˸ˣ˧ˮ˟˸ˢ ˱˯ˣ˞-M ˟ ˞˪ˣ-w ˣ˸ˣ˞ ˟˷˥˪ ˪˵ .(

 ˨ˣ˸ˬM  ˣ˪ˡˣˠˣ()1O. 

¶  ˸˧˵ˣ˥ ˞˧ˢ ˟ˣ˷˧˥ˢ ˸˪˟˦ª  ˫ˣ˵ˬ˟ ˸˧ˮ˟˸ ˪˩( ),i j .˸˧˵ˣ˥ ˞˧ˢ ˣˢ˷˪˩ 

,

,

i j

move move
i j

j j= Ø ˸ˣ˰ˬ˷ˬ ,,i j

m ove
j- ˢ ˫ˣ˵ˬ˟ ˸˧ˮ˟˸ˢ-( ),i j .˸˧˵ˣ˥ ˞˧ˢ 

˪ ,ˢˮ˰˦ˢ ˧˲˪-,i j

m ove
j  ˷˧CNF  ˪ˡˣˠ˟()1O ˟ ˵˶ ˧ˣ˪˸˷-M ˟ ˞˪ˣ-w  ˣ˟ ˷ˬ˸˷ˮ .ˣ˸ˣ˞ ˶˞˸ˬ˷

 ˶ˣ˸˟,i j

m ove
j. 

:ˢ˧˴˵ˣˡ˶ˢ ˸ˣ˲˵˸ 

˭ˣˣ˧˩-1: w L« Í  ˪˷ ˪˟˵ˬ ˟ˣ˷˧˥ ˫˧˧˵M  ˪˰w  ˣˢ˷ˤ˧˞ ˶ˣ˟˰{ }
()

0,1
p n

yÍ ˸˪˟˦˟ ˭ˮˣ˟˸ˮ .

 :˶˧ˡˠˮˣ ˢˬ˧˞˸ˬˢ ˟ˣ˷˧˥ˢ
i j a

x Tª =  ˫ˣ˵ˬ˟ ˪"ˮˢ ˢ˪˟˦˟( ),i j  ˰˧˲ˣˬa ˪˩ :˰˟ˣˮ ˢ˧˧ˮ˟ˢˬ .

 ˭˩˪ˣ .˸ˣ˵˲ˣ˯ˬ ˸ˣ˞˥˯ˣˮˢ ˧˸˸SATjÍ. 

˭ˣˣ˧˩-2 :( )h w SATj« = Í ˸˵˲˯ˬ ˢˬ˷ˢ ˸ˬ˧˧˵a ˦˶˲˟ .a  ˸˞ ˸˵˲˯ˬ,i j

ce ll
j  ˪˩˪ ˭˩˪ˣ( ),i j 

 ˷˧a ˷ ˨˩ ˡ˧˥˧- 
i j a

x Ta« = ˷ ˭ˣˣ˧˩ˬ .˟ˣ˷˧˥ ˸˪˟˦ ˢ˶˷ˬ- a  ˸˞ ˸˵˲˯ˬ
0
, ,

A move
j j j« 

 ˪˷ ˸˧˪˧˥˸ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵˟ ˢ˪˧˥˸ˬ ˪"ˮˢ ˢ˪˟˦ˢM  ˪˰,w y  ˶ˣ˟˰{ }
()

0,1
p n

yÍ ˸ˬ˧˧˸˯ˬ ,

 ˧˵ˣ˥ ˟ˣ˷˧˥ ˢˣˣˢˬˣ ˸˪˟˵ˬ ˢ˧˴˶ˣˠ˧˲ˮˣ˵˟M «  ˸˞ ˸˪˟˵ˬ( ),w L w yÍ «. 

 

:ˢˮ˰˦ 3
p

SAT SAT¢. 

:ˢ˥˩ˣˢ 

˶˸˪ ˨˧˞ ˸ˣ˞˶ˢ˪ ˵˧˲˯ˬ ˸˥˞ ˸˧˵ˣ˯˲ ˫ˠ( )1 2 n
C u u u= Ù Ù  ˵ˣ˯˲˪3CNF ˧˪˪˩ ˵ˣ˯˲ ˶ˣ˟˰ .

 .ˡˣ˥˪ ˸˧˵ˣ˯˲ ˪˩ ˪˰ ˨˧˪ˢ˸ˢ ˸˞ ˸˪˧˰˲ˢ˪ ˶˷˲˞ 

-  ˫˞( )1
C u=  ˸˧˵ˣ˯˲˪ ˢ˸ˣ˞ ˫˧ˬˠ˶˸ˬ ˤ˞( )1 1 1

u u uÙ Ù. 

-  ˫˞( )1 2
C u u= Ù  ˸˧˵ˣ˯˲˪ ˢ˸ˣ˞ ˫˧ˬˠ˶˸ˬ ˤ˞( )1 1 2

u u uÙ Ù. 

-  ˫˞( )1 2 3
C u u u= Ù Ù .˞˧ˢ˷ ˣˬ˩ ˢ˸ˣ˞ ˫˧˶˧˞˷ˬ ˤ˞ 

-  ˶ˣ˟˰( )1 2 n
C u u u= Ù Ù Ù ˷ ˨˩-4n²  ˶ˤ˰ ˧ˮ˸˷ˬ˟ ˷ˣˬ˧˷ ˷˶ˣˡˣ ˶˸ˣ˧ ˟˩˶ˣˬ ˭ˣ˶˸˲ˢ

˟ ˭ˬ˯ˮ˷-
1 2 2
, , ,

n
y y y

-
. ˢ ˸ˣ˧˵ˣ˯˲ˢ ˸˶ˡ˯˟ ˵ˣ˯˲ˢ ˸˞ ˱˧˪˥ˮ :ˢ˞˟

( ) ( ) ( )1 2 1 1 3 1 2 1n n n
u u y y u y y u u

- -
Ù Ù Ø Ù Ù Ø Ø Ù Ù. 

 ˧ˢ˷˪˩ ˢˬ˷ˢ˟ ˫˞C  ˫˧˧˵ ˤ˞ ˵˲˸˯ˬ
k

u  ˪˟˵ˬ˷T ˸˶ˡ˯ ˸˞ ˸˵˲˯ˬ˷ ˢˬ˷ˢ ˶˧ˡˠˮ .

˪ ˣ˪˧˞ˣ .˸˧˶ˣ˵ˬˢ ˢˬ˷ˢ˟ ˣˬ˩ ˫˧˩˶˰ ˫˸ˣ˞ ˣˬ˷ˣ˧ ˫˧˧˶ˣ˵ˬˢ ˫˧ˮ˸˷ˬ˪ :ˢ˷ˡ˥ˢ ˸ˣ˧˵ˣ˯˲ˢ-
i

y-

 :˞˟ˢ ˭˲ˣ˞˟ ˸ˬ˞ ˧˩˶˰ ˣˬ˷ˣ˧ ˫˧
i

y T=  ˪˩˪2i k¢ - x-
i

y F=  ˸˵˲˯ˬ ˣˤ ˢˬ˷ˢ .˫˧˶˥˞˪

 ˦˰ˬ˪ ˸ˣ˧˵ˣ˲˯ˢ ˪˩ ˸˞( )2 1k k k
y u y
- -
Ù Ù  ˭˩˷ ˸˵˲˸˯ˬ ˣˤ ˸˧˵ˣ˯˲ˣ

k
u  ˨˶˰ ˪˟˵ˬT . 

 ˸ˬ˴ˬˣ˴ˬ ˞˧ˢ˷˩ ˢˬ˷ˢ ˢ˸ˣ˞ ˤ˞ ˷ˡ˥ˢ ˵ˣ˯˲ˢ ˸˞ ˸˵˲˯ˬ˷ ˢˬ˷ˢ ˢˮ˷˧ ˫˞ ˧ˮ˷ˢ ˭ˣˣ˧˩˟

ˢ ˪˩ ˥˶˩ˢ˟ ,˞˪ ˫˞ ˧˩ ,˧˶ˣ˵ˬˢ ˵ˣ˯˲ˢ ˸˞ ˫ˠ ˸˵˲˯ˬ-
k

u- ˫˧˪˟˵ˬ ˫˧F  ˥˧˩ˣˢ˪ ˷˧) ˭˩˪ˣ

˧˞˟ˢ ˪˩ (ˢ˧˴˵ˣˡˮ-
i

y ˫˧˪˟˵ˬ ˫˧T  :˸˧˵ˣ˯˲ˢ ˭˩˪ˣ( )2 1n n n
y u u
- -
Ù Ù ˸˵˲˸˯ˬ ˢˮ˧˞- .ˢ˶˧˸˯ 

 

2SAT:  ˪ ˸˩˧˧˷ˢ ˢ˲˷-P ˵ˣ˯˲ ˭˸ˮ˧ˢ˟ .2CNF .˞˪ ˣ˞ ˵˧˲˯ ˞ˣˢ ˫˞ ˰˧˶˩ˢ˪ ˭˸˧ˮ 
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˧˞ ˠˮ˧˶ˣ˧˦ ˸ˮˣ˩ˬ-:˸˧˦˯˧ˮ˧ˬ˶˦ˡ 

 :˦˰ˬ˪ ˸ˣ˲˷ ˸˪˟˵˪ ˢ˪˧ˠ˶ ˦"ˬ ˣˬ˩ ˸˶ˡˠˣˬ( ) { }( )
2

: \ , ,Q F Q L R Sd ³G ­ ³G³ ˢˮ˷˧ :˶ˬˣ˪˩ ,

˪ ˸ˣ˶˷˲˞-2  ˫ˮ˷˧ ˫˞) ˶˸ˣ˧ˢ ˪˩˪ ˫˧˟˴ˬ0 ˪ ˶˟˰ˬ˪ ˪ˣ˵˷ ˢˤˣ ˰˦˵ˮ ˪ˣ˪˯ˬˢ ,˫˧˟˴ˬ-
R

q.( 

:˸ˣ˰ˬ˷ˬ  ˫˞( ) ( )( ){ }0 0 0 1 1 1
, , , , , ,q a p b d p b dd =  :˭˩˪ˣ ˰˴˟˸ˬ ˫˧˧ˮ˷ˢˬ ˡ˥˞ ˤ˞ ˪ˣ˪˯ˬ ˫ˣ˵ˬ˟

˟ˣ˷˧˥ ˳˰ ˷˧ ˟ˣ˷˧˥. 

:ˢ˶ˡˠˢ ˷ ˫˧˶ˬˣ˞ ˡ"˞ ˦"ˬM  ˦˪˵ ˸˪˟˵ˬx  ˪˷ ˟ˣ˷˧˥ˢ ˳˰˟ ˫˞M  ˪˰x  ˪ˣ˪˯ˬ ˫˧˧˵

˟ ˫˧˧˸˯ˬˢ-
A

q. 

:˞ˬˠˣˡ ( ){ }|L M L M RE
Å
= ¸ Å Í . 

 ˡ"˞ ˦"ˬ ˶˞˸ˮM
Å

  ˶ˣ˟˰L
Å
  ˦˪˵ ˪˰M: 

-  ˸ˤˣ˶˥ˬ "˷˥ˮ˸" ˢˮˣ˩ˬˢ{ }
*

0,1xÍ. 

-  ˫˞ˢ (˸˧˦˯˧ˮ˧ˬ˶˦ˡ ˢ˶ˣ˴˟) ˵ˣˡ˟˸ ˢˮˣ˩ˬˢM  ˸˞ ˸˪˟˵ˬx ˸ˢ ˫"˫˞ ˪˟˵˸ˣ.˸˧˟ˣ˧˥ ˢ˟ˣ˷ 

- ˣˡ ˡ"˞ ˞"ˬ ˧"˰ :˷ˣ˥˧ˮˢ ˷ˣˬ˧ˬ- ˪ˣ˴˧˲ ˸ˠ˶ˡ ˫˰ ˸˧˦˶˯3 :˶ˬˣ˪˩ ,3 ˸ˤˣ˶˥ˬ ˸˶˧˴˧˪ ˸ˣ˧ˣ˶˷˲˞- 

 ˸˲˯ˣˢ1 ˸˲˯ˣˢ ,0  ˣ˟˷ ˟ˣ˷˧˥ ˪ˣ˪˯ˬ ˷˧ ˸ˤˣ˶˥ˬ ˪˩˪ˣ ˸ˤˣ˶˥ˬ ˸˶˴ˣˮ ˟ˣ˷˧˥ ˪ˣ˪˯ˬ ˪˩˟ .˫ˣ˧˯ˣ

.˸˶˴ˣˮ ˞˧ˢ 

:˸ˣˮˣ˩ˮ M L
Å

ª Í  ˫˧˧˵( )x L Mª Í  ˣ˟ ˪ˣ˪˯ˬ ˫˧˧˵M
Å

  ˸˞ ˸˷˥ˮˬx  ˢ˰˧ˠˬ ˢˤˢ ˪ˣ˪˯ˬ˟ˣ

-˪( ) A
M L M q

Å
Í ª.  :˭˩˪ˣ( )L M L

Å Å
=. 

 

:˦˲˷ˬ  ˡ"˞ ˦"ˬ ˧"˰ ˢ˪˟˵˪ ˸ˣˮ˸˧ˮˢ ˸ˣ˲˷ˢ ˱˯ˣ˞ 

        ˦"ˬ ˧"˰ ˢ˪˟˵˪ ˸ˣˮ˸˧ˮˢ ˸ˣ˲˷ˢ ˱˯ˣ˞ = ˸˧˦˯˧ˮ˧ˬ˶˦ˡ 

         =RE. 

:ˢ˥˩ˣˢˢ ˭ˣ˧˰˶ 

˭ˣˣ˧˩-1.ˡ"˞ ˦"ˬ ˦˶˲˟ ˞˧ˢ ˸˧˦˯˧ˮ˧ˬ˶˦ˡ ˦"ˬ ˪˩ : 

˭ˣˣ˧˩-2 ˡ"˞ ˦"ˬ ˭˸ˮ˧ˢ˟ :M  ˸˞ ˟˷˥˪ ˭˸˧ˮ˷ ˢ˞˶ˮ :˞˟ˢ ˦˵˧ˡ˶˲ˢ( ), 1M x w = ) ˫"˫˞M 

 ˸˞ ˸˪˟˵ˬx  ˪ˣ˪˯ˬ˟w(. ˢ ˪˩ ˪˰ ˶ˣ˟˰ˮ :˦˵˧ˡ˶˲ˢ ˟ˣ˷˧˥ ˭˲ˣ˞-w  ˞˴ˬˮ˷ ˡ˰ ˧˲˶ˠˣ˵˧˯˵˪ ˶ˡ˯˟

 :ˣ˶ˣ˟˰˷ ˢˤ˩( ), 1M x w = .˪˟˵ˮ ˤ˞ˣ 

 

:ˢ˶ˡˠˢ  ˡ"˞ ˦"ˬM ˪˧˰˧ ˣ˞) ˸˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˞˶˵˧˸ ˫ˣ˧ˮ˪ˣ˲ ˫˧˧˵ ˫˞ (ˢ()p n ˷ ˨˩- M  ˪˰ ˸˶˴ˣ˰x 

 ˨ˣ˸( )| |p x .ˢ˪˷ ˟ˣ˷˧˥ˢ ˧˪ˣ˪˯ˬ  ˪˩˟ ˫˧ˡ˰˴ 

˪ ˸˲˯ˣˮ ˢ˶ˡˠˢ-NP:  ˸ˣ˲˷ˢ ˱˯ˣ˞L "˞ ˦"ˬ ˭˶ˣ˟˰ ˸ˬ˧˧˵˷.˸˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˡ 

:ˢ˶˰ˢ  ˫˞ˢP=NP  ˪˷ ˣ˥ˣ˩ ˪˰ ˢ˪˞˷ ˣˤ˧˞- ˡ"˞ ˦"ˬ ˢ˪ ˷˧˷ ˢ˲˷ ˪˩˪ ˫˞ˢ :˶ˬˣ˪˩) ˫ˤ˧ˮ˧ˬ˶˦ˡ

(?ˢ˪˧˰˧ ˸˧˦˯˧ˮ˧ˬ˶˦ˡ ˦"ˬ ˫ˠ ˢ˪ ˷˧ ˢ˪˧˰˧ 

:˞ˬˠˣˡ SAT NPÍ ˡ"˞ ˦"ˬ .
SAT

M  ˦˪˵ ˪˰j  ˢˬ˷ˢ "˷˥ˮ˸"a  ˨˶ˣ˞˟n .˫˧ˮ˸˷ˬˢ ˶˲˯ˬ=

 ˫˞ˢ ˧˦˯˧ˮ˧ˬ˶˦ˡ ˭˲ˣ˞˟ ˵ˣˡ˟˸ ˞˧ˢ ˤ˞ˣa  ˸˞ ˸˵˲˯ˬj  .˭˩ ˫˞ ˸˪˟˵ˬˣ
SAT

M POLYÍ. 
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:˦˲˷ˬ  ˪˷ ˸ˣ˶ˡˠˢˢ ˧˸˷NP .˸ˣ˪ˣ˵˷ ˭ˢ 

ˣˢ:ˢ˥˩ 

˭ˣˣ˧˩-1: ˷ ˥˧ˮˮ-L NPÍ ˢ˶ˡˠˢ ˲"˰-1 ˯˥˧ ˫˧˧˵ :˶ˬˣ˪˩ .
L

R ˦˶˲˟ .˫˧˞˸ˬ-  ˧"˰ ˸˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫ˣ˯˥

 ˫ˣˮ˧˪ˣ˲()p n  ˸˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˦"ˬ ˧"˰ ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˭˸˧ˮˣM  ˢ˴˶˷( )| | | |q x y+˷ ˢ˞˶ˮ .-L NPÍ 

 ˢ˶ˡˠˢ ˲"˰2 ˸˧˧ˮ˟ ˧"˰ :M ¡  ˶ˣ˟˰ ˸˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˡ"˞L: 

-  ˸ˤˣ˶˥ˬ ˷˥ˮ˸ ˞˧ˢy  ˨˶ˣ˞˟( )| |p x ². 

-  ˫˞ˢ ˵ˣˡ˟˸( ),
L

x y RÍ  ˧"˰M .˸˧˟ˣ˧˥ ˢ˟ˣ˷˸ˢ ˫"˫˞ ˪˟˵˸ˣ ˸˥˦˟ˣˬˢ 

:˸ˣˮˣ˩ˮ x Lª Í  ˫˧˧˵y  ˨˶ˣ˞˟( )| |p x ˷ ˨˩-( ),
L

x y Rª Í  ˫˧˷˥ˮˬ ˣ˟ ˪ˣ˪˯ˬ ˫˧˧˵y  ˢˤ˩

( )x L M¡Í ª. 

˷ˣ˥˧ˮˢ ˡ˰˴ :˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯- ( )( )| |O p xˢ˵˧ˡ˟ ,- ( )( ) ( )| | | | | | | |q x p x q x y+ ² +-˟ ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲-x. 

˭ˣˣ˧˩-2˷ ˥˧ˮˮ :-L NPÍ ˢ˶ˡˠˢ ˲"˰-2 x-M ˬ ˫ˣˮ˧˪ˣ˲ ˫˰) ˸˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˡ"˞ ˦"()p n .ˢˬ˧˞˸ˬ (

˷ ˢ˞˶ˮ-L NPÍ ˢ˶ˡˠˢ ˲"˰-1 :( ) ( ) ( ){ }, | | | | | , , 1
L

R x w w p x M x w= ¢ = :˫˧˧˵˸ˬˣ 

- 
L

R  ˸˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫ˣ˯˥ï .ˢ˶ˡˠˢˢˬ 

- 
L

R ˪˧˰˧ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˭˸˧ˮ- ˣˬ˧ˬˢ ˪˷ ˷M  ˢ˪ˣ˰ ˣˮ˧˞˶˷| |w .˫˧ˡ˰˴ 

x| ( ): , }
L

w x y R$ Í{= ˪ˣ˪˯ˬ ˫˧˧˵ }w  ˶˸ˣ˧ˢ ˪˩˪ ˨˶ˣ˞˟( )| |p x  ˣ˟˷M  ˸˞ ˸˪˟˵ˬx  |{L x=. 

 

NP :ˢ˥˩ˣˢ ˸˩˶˰ˬ˩ 

:˸ˣˬ˪˷ .ˢˮˣ˩ˮ ˢˮ˰˦ ˪˩ ˥˧˩ˣˢ˪ ˭˸˧ˮ 

:˸ˣ˸ˣ˞ˮ .ˢˮˣ˩ˮ ˞˪ ˢˮ˰˦˟ ˸˰ˮ˩˷ˬ ˞˪ ˢ˥˩ˣˢ ˫ˣ˷ 

:ˢˮ˰˦ NP¹ ˸ˣ˲˷ˢ ˱˯ˣ˞L .˪˧˰˧ ˞ˡˣˣˬ ˫˰ ˪"ˮ˩ ˢ˥˩ˣˢ ˸˩˶˰ˬ ˭˶ˣ˟˰ ˷˧˷ 

 ˭ˣ˧˰˶:ˢ˥˩ˣˢˢ L NPÍ  ˯˥˧ ˫˧˧˵ ˤ˞
L

R  ˢ˥˩ˣˢˢ˷ ˨˩y  :˸ˬ˧˧˵ˬ( ),
L

x y RÍ  ˸ˣˬ˪˷ ˫ˠˣ

 ˭˩˪ˣ ˸ˣ˸ˣ˞ˮˣ
L

R .˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˞ˣˡ˧ˣ˪ ˭˩˪ˣ ˪˧˰˧ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˭˸˧ˮ 

˪˷ ˥˧ˮˮ :˧ˮ˷ ˡ˴-L ˷ ˥˧˩ˣˮˣ ˪"ˮ˩ ˢ˥˩ˣˢ ˸˩˶˰ˬ ˸ˬ˧˧˵-L NPÍ .( ){ }, | , 1
L

R x y V x y= = .

 ˸ˣˮˣ˩˸ ˪˩ ˸˞ ˫˧˪˟˵ˬ ˞ˡˣˣˬˢ ˪˷ ˸ˣ˧˪˧˰˧ˢˣ ˸ˣ˸ˣ˞ˮˢˣ ˸ˣˬ˪˷ˢˬ
L

R. 
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˸ˣ˷˵ ˸ˣ˧˰˟ ˫˰ ˸ˣˡˡˣˬ˸ˢ 

:˟ˣ˶˧˵ ˧ˬ˸˧˶ˣˠ˪˞ 

 ˵ˣ˯˧˰ ˟ˣ˶ ˟ˣ˷˧˥ ˸ˣ˧˰˟ ˪˰ ˶˸ˣ˧ ˧˪˪˩ ˭˲ˣ˞˟ ˶˟ˡ˪ ˭˸˧ˮ ˨˞ ,ˢ˰˶˩ˢ ˸ˣ˧˰˟˟ ˢ˧ˢ ˯˶ˣ˵˟ ˣˮ˪˷

˨˶ˡ˟ .˸ˣ˧˴˵ˮˣ˲- ˢ˷˵ ˞ˣˢ ˭˩˪ˣ ˢ˰˶˩ˢˢ ˸˧˧˰˟ ˸˞ ˶ˣ˸˲˪ ˶˷˲˞ˬ ˫ˠ ˸ˣ˧˴˵ˮ˦˲ˢ ˟ˣ˷˧˥ ˪˪˩

 ˭˸˧ˮ ("˞˪/˭˩" ˵˶ ˞˪ˣ) ˸˧˶˲˯ˬ ˞˧ˢ ˢ˟ˣ˷˸ˢ ˶˷˞˩ ,˧ˮ˷ ˡ˴ˬ .ˢ˰˶˩ˢˢ ˸˧˧˰˟ ˭ˣ˶˸˧˲ ˣˬ˩ ˸ˣ˥˲˪

˵˪ ˢ˧ˢ˧ ˶˷˲˞˷ ˸ˣˣ˵˪ˢ˸ˣ˞ ˟˶- ."ˢ˰˶ ˞˪" ˞˧ˢ ˪˟˞ ,˸˧˪˞ˬ˧˦˲ˣ˞ˢ ˢˮ˧˞˷ ˢ˟ˣ˷˸ ˶˧ˤ˥ˢ˪ 

:ˢ˶ˡˠˢ  ˞ˢ˸*
:f ä ­  .ˢ˧˴˵ˮˣ˲ 

¶  ˢˮˣ˩ˬM  ˟ˣ˶˧˵ ˞˧ˢ ˸ˣ˧˴˵ˮˣ˲ ˟ˣ˷˧˥˪d- ˪˷ ˧˶ˣ˟˧˥f ( )0d >  ˪˩˪ ˫˞*
xÍä  :˫˧˧˵˸ˬ

() ()M x f x d- ¢ :˶ˬˣ˪˩ ,() () ()f x d M x f x d- ¢ ¢ +. 

¶  ˢˮˣ˩ˬM  ˟ˣ˶˧˵ ˞˧ˢ ˸ˣ˧˴˵ˮˣ˲ ˟ˣ˷˧˥˪a- ˪˷ ˧˪˲˩f ( )1a>  ˪˩˪ ˫˞*
xÍä  :˫˧˧˵˸ˬ

() () ()
1

f x M x f x
a

a¢ ¢. 

:ˢ˶˰ˢ ˣˡ ˫ˢ ˣ˪˪ˢ ˫˧˟ˣ˶˧˵ˢ-ˡ˥ ˧ˢ˧ ˟ˣ˶˧˵ˢ˷ ˫˧˷˶ˣˡ ˫˧˶˵ˬˢ ˟ˣ˶˟ ˨˞ ,˫˧˧ˡˡ˴- ˫˞ :˶ˬˣ˪˩ ,˧ˡˡ˴

()f x  :˫˧˧˵˸˧ ˧˩ ˫˧˷˶ˣˡ ˟ˣ˶˪ ˢ˧˴ˤ˧ˬ˧ˮ˧ˬ ˸˧˧˰˟ ˠ˴˧˧ˬ() ()f x M x¢  ˫˞ˣ()f x  ˸˧˧˰˟ ˠ˴˧˧ˬ

 ˧˩ ˫˧˷˶ˣˡ ˤ˞ ˢ˧˴ˤ˧ˬ˧˯˵ˬ() ()M x f x¢. 

˧ˬˣ˧ˮ˪ˣ˲ ˭ˬˤ˟ ˫˧˟ˣ˦ ˫˧˟ˣ˶˧˵ ˣ˪˧˲˞ ˫˧ˬ˧˧˵ ˞˪ ˫˧˟˶ ˫˧˶˵ˬ˟ :ˢ˶˰ˢ 

 

:˞ˬˠˣˡ  ˪˷ ˧˪˞ˬ˧ˮ˧ˬˢ ˫˧˸ˬ˴ˢ ˧ˣ˯˧˩˟ ˫˧˸ˬ˴ˢ ˶˲˯ˬG( )VC
f G =. 

:ˢˮ˥˟˞ 
VC

f POLY VC PÍ ª Í. 

:ˢˮ˰˦  ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ ˫˧˧˵2- ˶ˣ˟˰ ˟ˣ˶˧˵
V C

f ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ ˫˧˧˵ ,˶ˬˣ˪˩ .A  ˪˩˪˷ ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲G x˲ ˧ˣ˯˧˩ ˦˪

 :˫˧˧˵ˬˢ ˫˧˸ˬ˴( ) ( ) ( )2
VC VC

f G A G f G¢ ¢. 

:˧˪˞ˬ˧˯˵ˬ ˨ˣˡ˧˷ .(˫ˣˬ˧˯˵ˬ ˨ˣˡ˧˷ˬ ˢˮˣ˷ ˢ˶ˡˠˢ) ˢ˟˥˶ˢ˪ ˭˸˧ˮ ˞˪˷ ˨ˣˡ˧˷ 

:˱˶ˠ˟ ˧˪˞ˬ˧˯˵ˬ ˨ˣˡ˧˷ ˸˞˧˴ˬ˪ ˪˧˰˧ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ 

:˪ˣ˥˸˞ M = Å ˸ˣ˸˷˵ˢ ˪˩ ˪˰ ˶ˣ˟˰ .e EÍ  ˫˞ .ˣˢ˷˪˩ ˶ˡ˯ ˧˲˪e ˷˵ˢ ˪˩˪ ˢ˶ˤ˟ ˸ˣ˸-M ,

 :˭˩ˡ˰ˣ ˢ˸ˣ˞ ˱˯ˣˢ{}M M e« Ç. 

:˸ˣˮˣ˩ˮ 

- .˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ˢ 

-  (ˢ˧˴˵ˣˡˮ˧˞˟)M .(˦˪˲˟ ˫ˠ ˭˩˪ˣ) ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ˢ ˨˶ˣ˞ ˪˩˪ ˨ˣˡ˧˷ ˞ˣˢ 

-  ˦˪˲ˢM ˪ˣ˩˧ ˱ˣ˯˟ ˫˞ ˧˩ ˧˪˞ˬ˧˯˵ˬ ˞ˣˢ ˣˮ˪ˣ˩˧ ˢ˧˪˰ ˣˮ˶˟˰˷˩ ˫ˠ˷ ˧˶ˢ ,˸˷˵ ˱˧˯ˣˢ˪ ˣˮ

ˢ˴ˣ˟˵˪ ˢ˲˧˯ˣˢ˪-M .˶˸ˣ˧ ˢˮ˦˵ 

 ˫˸˧˶ˣˠ˪˞A: 

-  ˧˪˞ˬ˧˯˵ˬ ˨ˣˡ˧˷ ˞˴ˬM  ˱˶ˠ˟G. 

-  ˫˧˸ˬ˴ ˧ˣ˯˧˩˩ ˦ˣ˪˲B˫˧˲˸˸˷ˬ˷ ˫˧˸ˬ˴ˢ ˪˩ ˸˞  ˸ˣ˸˷˵˟M. 

:˸ˣˮˣ˩ˮ 

- A  .˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ 

- B  ˫˧˸ˬ˴ ˧ˣ˯˧˩ ˞ˣˢ-  ˪˩˷ ˵ˣˡ˟ˮe EÍ  ˫˞ :ˢ˯ˣ˩ˬe MÍ .ˢ˯ˣ˩ˬ ˞˧ˢ  ˫˞e MÎ  ˞˪ ˫ˠˣ

 ˢ˶˧˸˯˟ ˨ˣˡ˧˷˪ ˢ˲˧˯ˣˢ˪ ˭˸˧ˮ ˤ˞ ˢ˲˧˯ˣˢ˪ ˭˸˧ˮ ˤ˞ ,ˢ˯ˣ˩ˬ.˸ˣ˧˪˞ˬ˧˯˵ˬ˪ 
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- ˟ ˭ˬ˯ˮ-*
B  :˫˧˧˵˸ˬ .˧˪˞ˬ˧ˮ˧ˬ ˪ˡˣˠ˟ ˫˧˸ˬ˴ ˧ˣ˯˧˩*

| | | |B B¢. 

- *
B ˟ ˸˷˵ ˪˩ˬ ˸ˬˣ˴ ˪˧˩ˬ ˭˩˪ˣ ˧ˣ˯˧˩-M˭˩˪ˣ ˸ˣ˶ˤ ˪"ˮˢ ˸ˣ˸˷˵ˢ .- *

| | | |B M> ˡ˴ˬˣ  :˧ˮ˷

*
| | 2 | | 2 | |B M B= ¢. 

 

:˦˪˵ˢ ˟˥˶ˬ ˫ˣ˴ˬ˴ 

"˦˪˲ˢ ˟˥˶ˬ ˸˟˥˶ˢ" ˶ˣ˸˟ ˟ˣ˶˧˵ ˧˟˥˶ˬ ˪˰ ˟ˣ˷˥˪ ˶˷˲˞-  ˦˪˲ ˵˶ ˦˪˵ ˪˩˪ ˶˷˲˞˪ ˫ˣ˵ˬ˟

 ˢ˧˰˟ˢ ˸˞ ˨ˣ˲ˢˮ ˨˩˟ˣ ("˫˧˟ˣ˶˵" ˫˧˦˪˲˪) ˪˟˵˪ ˫˧ˮ˩ˣˬ ˣˮ˥ˮ˞˷ ˫˧˦˪˲ˢ ˟˥˶ˬ ˸˞ ˟˧˥˶ˬ ,˫˧˧ˣ˯ˬ

ˢˬˣˡ ˭˲ˣ˞˟ .˶˸ˣ˧ ˢ˪˵˪- ˲˯ˬ ˸˞ ˫˴ˬ˴˪ ˪˩ˣˮˢ˲˧˞˷˟ ,˪˟˵˪ ˫˧ˮ˩ˣˬ ˣˮ˥ˮ˞˷ ˫˧˦˪˵ˢ ˶-  ˞˧˴ˣˮ

.˸ˣ˪˵˟ ˸ˬ˴ˬˣ˴ˬˢ ˢ˧˰˟ˢ ˸˞ ˶ˣ˸˲˪ ˪˩ˣˮˣ "ˢ˷˵"ˢ ˵˪˥ˢ ˸˞ ˢ˧˰˟ˢˬ 

ˣˡ ˱˶ˠ˟ ˫˧˸ˬ˴ ˧ˣ˯˧˩ ˸˞˧˴ˬ :˞ˬˠˣˡ-:˧ˡˡ˴ 

:(ˢˬ˧˶ˤ˪ ˢ˧˴˵ˣˡ˶) ˢ˧˰˟˪ ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ 

ˣˡ ˱˶ˠ ˭˸ˮ˧ˢ˟- ˧ˡˡ˴( ), ,G L R E= ˢˬ˧˶ˤ ˸˷˶ ˢˮ˟ˮ ,N :

 ˶ˣ˵ˬ ˱˶ˠ˪ ˱˧˯ˣˮs  ˧˸ˬ˴ ˪˩˪ ˶˟ˣ˥˧˷L  ˸ˣ˸˷˵˟

 ˭˪ˣ˟˧˵˷1 ˶ˣ˟ ,t  ˧˸ˬ˴ ˪˩˷R  ˪ˣ˟˧˵ ˫˰ ˣ˧˪˞ ˣ˶˟ˣ˥˧1 .

˪ˣ˟˧˵˪ ˶˧ˡˠˮ ˧˶ˣ˵ˬˢ ˱˶ˠˢ ˸ˣ˸˷˵ ˪˩ ˸˞ˣ ¤. 

˟ ˫ˣˬ˧˯˵ˬ ˸ˬ˧˶ˤ ˟˷˥ˮ-N .˦˪˲˩ ˢ˸ˣ˞ ˞˧˴ˣˮˣ 

min-cut-max-flow ˢˬ˧˶ˤ ˨˶˰=˧˪˞ˬ˧ˮ˧ˬ ˨˸˥ ˨˶˰ :

.˸˧˪˞ˬ˧˯˵ˬ 

 :ˢˮ˰˦ 

1. ˟ ˫˧˸ˬ˴˟ ˧ˣ˯˧˩ ˫˧˧˵ ˫˞-G ,( ),
L R

B B B=  ˨˸˥ ˫˧˧˵ ˤ˞( ),T T ˟-N  ˣ˪ˣ˟˧˵˷| |B. 

2.  ˨˸˥ ˫˧˧˵ ˫˞( ),T T ˟-N  ˣ˪ˣ˟˧˵˷k < ¤ ˟ ˫˧˸ˬ˴ ˧ˣ˯˧˩ ˫˧˧˵ ˤ˞-G  ˣ˪ˡˣˠ˷k. 

:ˢˮ˵˯ˬ ˟ ˧˪˞ˬ˧ˮ˧ˬˢ ˧ˣ˯˧˩ˢ ˪ˡˣˠ-G˟ ˧˪˞ˬ˧ˮ˧ˬˢ ˨˸˥ˢ ˪ˡˣˠ=-N˟ ˸˧˪˞ˬ˧˯˵ˬ ˢˬ˧˶ˤ=-N. 

:ˢ˥˩ˣˢ 

˭ˣˣ˧˩-1:  ˧ˣ˯˧˩ ˭˸ˮ˧ˢ˟( ),
L R

B B B= ˮ˟˨˸˥ ˢˮ- {} L R
T s B B= Ç Ç :˨˸˥ˢ ˪ˣ˟˧˵ ˸˞ ˟˷˥ˮˣ 

- ˬ ˸ˣ˸˷˵ˢ ˪ˣ˟˧˵-s ˪-
L

B  :˞ˣˢ| |
L

B. 

- ˬ ˸ˣ˸˷˵ˢ ˪ˣ˟˧˵-
L

B ˪-
R

B  :˞ˣˢ0 ˤ˩ ˸˷˵ ˧˩ ,ˢ˪˞˩ ˸ˣ˸˷˵ ˭˧˞).(˧ˣ˯˧˩ˢ ˧"˰ ˢ˯ˣ˩ˬ ˞˪ ˣ 

- ˬ ˸ˣ˸˷˵ˢ ˪ˣ˟˧˵-
R

B ˪-t  :˞ˣˢ| |
R

B. 

 :˞ˣˢ ˨˸˥ˢ ˪ˣ˟˧˵ ˭˩˪ˣ| |B. 

˭ˣˣ˧˩-2:  ˨˸˥ ˭˸ˮ˧ˢ˟( ),T T  ˣ˪ˣ˟˧˵˷k  :˧ˣ˯˧˩ ˶˧ˡˠˮ ,(˧˲ˣ˯),
R L

B T R B T L= Æ = Æ. 

ˬ ˸˷˵ ˭˧˞ ,˧˲ˣ˯ ˞ˣˢ ˨˸˥ˢ ˪ˣ˟˧˵˷ ˭ˣˣ˧˩-
L

B ˪-
R

B  ˪ˣ˟˧˵˷ ˭ˣˣ˧˩ˬˣ .˧ˣ˯˧˩˟ ˸ˣ˯ˣ˩ˬ ˸ˣ˸˷˵ˢ ˪˩ ˭˩˪ˣ

 ˞ˣˢ ˨˸˥ˢk˟˷˥ˢ ˪˰ ˶ˣˤ˥˪ ˭˸˧ˮ , ˧˩ ˪˟˵ˮˣ ˫ˡˣ˵ˢ ˱˧˰˯ˢˬ ˭ˣ| |B k=. 

:ˢ˶˰ˢ  ˸˞ ˶ˣ˸˲˪ ˫˧˪ˣ˩˧ ˭˩˪ˣ ˫ˣˬ˧˯˵ˬ ˸ˬ˧˶ˤ ˸˞˧˴ˬ˪ ˫˧˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫˧ˬ˸˧˶ˣˠ˪˞ ˫˧˶˧˩ˬ ˣˮ˥ˮ˞

.˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˭ˬˤ˟ ˢ˧˰˟ˢ 
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:˸ˣ˧˸ˣ˶˟˸˯ˢ ˸ˣ˷˧ˠ 

:˸˰˴ˣˬˬ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯  ˸ˣ˶˟˸˯ˢ ˠˣ˪˧˲ ˫˧˧˵˷ ˫˧˥˧ˮˬD  ˫˧˞˶ˬ ˤ˞ˣ ,ˢ˧˰˟˪ ˫˧˦˪˵ˢ ˪˰ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞

˷˰˴ˣˬˬ˟ .(ˢˤˢ ˠˣ˪˧˲˪ ˯˥˧˟) ˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˭ˬˤ˟ ˡ˟ˣ˰ 

 ˫˧˦˪˵ˢˬ ˡ˥˞ ˪˩ ˪˟˵˪ ˸ˣ˶˟˸˯ˢˢ ˢˬ ˵˧˧ˣˡˬ˟ ˸˰ˡ˪ ˫˧˟˧˧˥ ˣˮ˥ˮ˞˷ ˭ˣˣ˧˩ ,˸˧˸˧˧˰˟ ˣˤˢ ˢ˷˧ˠˢ

ˢ˷˰ˬ˪ .ˢ˧˰˟˪ ˫˧˧˶˷˲˞ˢ-  ˸˞ ˪˟˵˪D  ,˭ˣ˩ˮ ˞˪ ˠˣ˪˧˲˟ ˷ˣˬ˧˷ .˸˧˦˵˶˲ ˞˪ ˦˰ˬ˩ ˢ˲˧˞˷ ˣˤ ˣˬ˴˰˟

˩˧ ,˧˸˧ˬ˞ˢ ˠˣ˪˧˲˪ ˟ˣ˶˵ ˫˞ ˫ˠ ˣˢˬ ˣˮ˪ ˰ˣˡ˧ ˫˞ ˫ˠˣ .ˢˤ˧˪ˮ˞ˢ ˪˰ ˸˧ˮˣ˴˧˵ ˢ˶ˣ˴˟ ˰˧˲˷ˢ˪ ˪ˣD- 

.ˡˣ˞ˬ ˢ˷˵ (˫˧˶˵ˬˢ ˪˷ ˦˪˥ˣˬˢ ˟ˣ˶˟) ˞ˣˢ ˸˪˥ˣ˸ˢ ˪˷ ˵˧˧ˣˡˬˢ ˟ˣ˷˧˥ˢ 

:˫˧˧˸ˣ˶˟˸˯ˢ ˫˧ˬ˸˧˶ˣˠ˪˞  ˦˪˵ˢ) ˶˸ˣ˧˟ ˰˶ˢ ˢ˶˵ˬˢ ˸˞ ˫˧˥˧ˮˬ ˣˮ˥ˮ˞ ,˫˧˦˪˵ˢ ˪˰ ˠˣ˪˧˲ ˭˧˞

˧˸ˣ˶˟˸˯ˢ ˞ˣˢ ˣˬ˴˰ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ˢ ˢˤ ˢ˶˵ˬ˟ ˨˞ .(˶˸ˣ˧˟ ˢ˷˵ˢ. 

˧ˤ˩˶ˬˢ ˭ˣ˧˰˶ˢ  ˫˧ˬ˧˧ˣ˯ˬ ˫˧ˡ˰˴ ˶˷˞˩ ,ˢˮˣ˷ ˭˲ˣ˞˟ ˣˡ˟˰˧ ˸ˣˮˣ˷ ˸ˣ˴˧˶ ,˦˪˵ ˣ˸ˣ˞ ˪˰˷ ˞ˣˢ

˪˞˷ˮˣ .˸ˣ˧˪ˬˣˡˮ˶ ˸ˣ˦˪˥ˢ ˪˰ ˣ˯˯ˣ˟˧ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞˟-  ˢ˟ˣ˷˸˪ ˰˧ˠ˧ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ˢ˷ ˸ˣ˶˟˸˯ˢˢ ˢˬ

 ˦˪˵ ˪˩˪ :˫˧˷˶ˣˡˣ ?ˢˮˣ˩ˮˢx ˸ˣ˶˟˸˯ˢ˟ ˭ˣ˩ˮ ˟˷˥ˬ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ˢ ,()0.5 P p x< < . 

:ˢ˶˟ˠˢ  ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ˢ ˪˰ ˫˧˶ˤˣ˥ ˫˞ ,ˢ˰˶˩ˢ ˸ˣ˧˰˟ ˶ˣ˟˰()O k  ,˟ˣ˶ˢ ˲"˰ ˫˧˦˧˪˥ˬˣ ,˫˧ˬ˰˲

˪ ˢˮ˦˵ ˢ˞˧ˠ˷ˢ-
1

2
k

. 

˞ˬˠˣˡ- Cut-Max: 

:˭ˣ˸ˮ  (˭ˣˣ˩ˬ ˞˪) ˱˶ˠG  ˸˪ˣ˟˧˵ ˫˰() 0c e ²  ˪˩ ˪˰e EÍ  

:˞ˣ˴ˬ˪ ˨˧˶˴ .˸˧˪˞ˬ˧˯˵ˬ ˸˪ˣ˟˧˵ ˫˰ ˱˶ˠ˟ ˨˸˥ 

 ˪˧˰˧ ˧˸ˣ˶˟˸˯ˢ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ ˢ˞˶ˮA ˦˪˵ ˪˩˪˷ ,G ˟ ˨˸˥ ˦˪ˣ˲-G   ˨˸˥ˢ ˪ˡˣˠ˷ ˨˩X ˷-A  ˦˪ˣ˲

 :˫˧˧˵ˬ( )
1

2
E X opt² (˸˪˥ˣ˸ ˟ˣ˷˧˥)  ˶˷˞˩o p t .˧˪˞ˬ˧˯˵ˬˢ ˨˸˥ˢ ˪ˡˣˠ ˞ˣˢ 

ˣˠ˪˞ ˫˸˧˶A: 

 ˸ˬˣ˴ ˪˩˪v VÍ ˸ˣ˶˟˸˯ˢ˟ ,1

2
  ˸˞ ˱˯ˣˢv  ˢ˴ˣ˟˵˪S ˸˞ ˱˯ˣˢ ,˸˶˥˞ .v ˪-S . 

 :˨˸˥ˢ ˸˞ ˶ˤ˥ˢ( ),S S. 

:˸ˣˮ˥˟˞ 

- ()
e E

opt c e
Í

¢ä. 

-  ˶ˣ˟˰( ),e a b=  :˞˧ˢ ˨˸˥˟ ˸˷˵ ˞˧ˢ˷ ˸ˣ˶˟˸˯ˢˢ ,˧ˢ˷˪˩ ˸˷˵1

2
. 

-  ˪˩˪e  :ˬ"ˬ ˶˧ˡˠˮ1
e

x =  ˫"˫˞e  :˧˩ ˪˟˵ˮ .˨˸˥˟( ) ( )
1 1

2 2
1

e e
P x and E x= = =. 

-  :˶˧ˡˠˮ() e

e

X c e x= Öä- .ˣˮ˶˥˟˷ ˨˸˥ˢ ˪ˣ˟˧˵ 

-  :˭˩˪ˣ( ) ()
1 1

2 2

e

E X c e opt= ²ä. 

:˟ˣ˵˶ˬ ˷"˞ ˧˲˪ ()
1 1

4 3

e

P x c e
å õ
² ²æ ö

ç ÷
ä. 

 ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ˢ ˸˞ ˳˧˶ˮ :ˢ˶˟ˠˢ ˪˧˰˲ˮ ˫˞ˣk  ˦ˣ˪˲ˮˣ ˫˧ˬ˰˲ :˫˧˧˵˸˧ .ˣˮ˷ˠ˲˷ ˶˸ˣ˧˟ ˪ˣˡˠˢ ˨˸˥ˢ ˸˞

() ()1 2

4 3
1

k

e

P X c e
å õ
² ² -æ ö

ç ÷
ä 
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:"˟ˣ˶˧˵˪ ˸ˣ˷˵" ˸ˣ˧˴˵ˮˣ˲ 

:˞ˬˠˣˡ  ˵ˣ˯˲ ˭˸ˮ˧ˢ˟CNF jˣ˸ˣ˞ ˸ˣ˵˲˯ˬ˷ ˸ˣˬ˷ˢˢ ˶˲˯ˬ ˸˞ ˢ˶˧ˤ˥ˬ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢ ,- ()# SAT j. 

:ˢˮ˥˟˞  ˰ˣ˟˵ ˪˩˪1d ²  ˫˧˧˵ ˫˞d- ˶ˣ˟˰ ˟ˣ˶˧˵# SAT ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ :˶ˬˣ˪˩ ,A  ˫˧˧˵ˬˢ ˵˧˲˯ˬ ˪˧˰˧

 ˪˩˪j :
()

() ()
#

#
SAT

A d SAT
d

j
j j¢ ¢ Ö   ˤ˞P NP=. 

:ˢ˥˩ˣˢ  ˫˞()# 0SAT j > ˧˞ ˧˲ˠ˞ ˧ˮ˷˟ ˤ˞-ˬ ˪ˣˡˠ ˶˲˯ˬ ˪˟˵ˮ ˭˧ˣˣ˷ˢ-0  ˫ˠ ˥˶˩ˢ˟ ˭˩˪ˣ()A j 

ˬ ˪ˣˡˠ ˶˲˯ˬ ˭˸˧˧-0 ,˸˶˥˞ .()# 0SAT j = ˧˞ ˧˲ˠ˞ ˧ˮ˷ ˤ˞ˣ- ˫ˢ ˭ˣ˧ˣˣ˷ˢ0  ˫ˠ ˭˩˪ˣ() 0A j = .

˦˶˲˟- ()A j ˬ˪ ˧˪˞˧ˬˣˮ˧˪˲ ˭ˣ˶˸˲ ˣˮ˪ ˵˲˯-SAT˷ ˭ˣˣ˧˩ˣ ,-SAT NPCÍ  :˧˩ ˥˧˩ˣˬ ˢˤP NP=. 

:˶ˬˣ˪˩  ˣ˟˷ ˟˴ˬ ˭˧˟ ˪˧ˡ˟ˢ˪ ˞˧ˢ ˢ˧˰˟ˢ ˧˩ ˪˧˰ˣˬ ˞˪ ˧˪˲˩ ˟ˣ˶˧˵# SAT  ˞ˣˢ ˣ˟˷ ˟˴ˬ˪ ˯˲˞˪ ˢˣˣ˷

 ,˯˲˞ˬ ˢˮˣ˷.˭˞˩ ˪˧˰ˣˬ ˞˪ ˰ˣ˟˵˟ ˪˲˩ˣ 

 

:ˢˮ˰˦  ˰ˣ˟˵ ˪˩˪0d ²  ˫˧˧˵ ˫˞d- ˶ˣ˟˰ ˧˶ˣ˟˧˥ ˟ˣ˶˧˵# SAT ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ ˫˧˧˵ ˶ˬˣ˪˩ ,A  ˪˧˰˧

 ˪˩˪ ˫˧˧˵ˬˢj :() () ()# #SAT d A SAT dj j j- ¢ ¢ +  ˤ˞P NP=. 

:ˢ˥˩ˣˢ 

 ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ ˢ˞˶ˮB  ˶ˣ˟˰SAT  ˦˪˵ ˪˰)j:( 

-  :˶˧ˡˠˮlog 2k d= +è øé ù. 

-  :˶˧ˡˠˮ( ) ( )1 1 k k
y y y yj j¡= Ø Ù Ø Ø Ù  ˶˷˞˩

1
, ,

k
y y .˫˧˷ˡ˥ ˫˧ˮ˸˷ˬ 

-  ˸˞ ˳˧˶ˮ( )A j¡ < ˦˪˲ˢ ˫˞ .2d- ˸˶˥˞ .˪˟˵ˮ- .ˢ˥ˡˮ 

:˸ˣˮˣ˩ˮ 

-  ˧˩) ˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˫˸˧˶ˣˠ˪˞ˢA .(ˢˤ˩ 

- ( ) ()# 2 #
k

SAT SATj j¡=. 

( ) ( ) ()# 0 # 0A d SAT SAT SATj j j j¡ ¡« ¢ « = « = « Î .˫˧˥ˣˡ 

( ) () ()3 2 # 2 4 # 1
k

A d d SAT d SAT SATj j j j¡« ² ² « ² ² « ² « Í .˫˧˪˟˵ˬ 
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˧˥˩ˣˮˢ ˸ˣ˧˰˟ˢ ˫˪ˣ˰ 

 ˦˲˷ˬLander:  ˫˞P NP¸  ˸ˣ˲˷ ˸ˣˬ˧˧˵ ˤ˞L ˟ ˭ˮ˧˞˷-P ˟ ˭ˮ˧˞ˣ-NPC. 

:˭ˣ˶˩˧ˤ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯  ˪˷ ˭ˣ˶˩˧ˤ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯M  ˪˰x˞˸ˢ ˯˵ˡˮ˧˞ ˣˢˤ  ˣ˧˪˞ ˶˸ˣ˧˟ ˧ˮˬ˧ˢM  ˢ˰˧ˠˬ

 ˪˰ ˢ˸˴˧˶˟x. 

PSPACE:  ˸ˣ˲˷ˢ ˱˯ˣ˞L .˸˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˭ˣ˶˩˧ˤ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯ ˸˪˰˟ ˦"ˬ ˭˶ˣ˟˰ ˷˧˷ 

:ˢˮ˰˦ P PSPAC EÌ- ˪ˣˡˠ ˡ˧ˬ˸ ˢˮˣ˩ˬ ˪˷ ˢ˴˧˶ˢ ˭ˬˤ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯.ˢ˪˷ ˭ˣ˶˩˧ˤˢ ˸ˣ˧˩ˣ˟˧˯ˬ ˶˸ˣ˧ ˢ 

:˭ˣ˶˩˧ˤ˪ ˢ˴˧˶ ˭ˬˤ ˭˧˟ ˧ˮˣ˶˵˰ ˪ˡ˟ˢ ˧˞ ˭ˬˤ ,˶ˤ˥ˬ˪ ˶˷˲˞ ˭ˣ˶˩˧ˤ-.˶˷˲˞ 

:˸ˣ˥ˣ˸˲ ˸ˣ˪˞˷ 

-  ˫˞ˢP PSPACE=? 

-  ˫˞ˢNP PSPACE=? 

 

NP-CO: { }|Co NP L L NP- = Í. 

:˞ˬˠˣˡ SAT˪˩ ˱˯ˣ˞ , ˢ ˧˵ˣ˯˲-CNF  .˫˧˵˧˲˯ ˫ˮ˧˞˷SAT Co NPÍ -. 

:˸ˣˮ˥˟˞ 

¶ P C o N PÌ -  ˧˩)P  :˭˩˪ˣ ˫˧˪˷ˬ˪ ˢ˶ˣˠ˯L P L P L NPÍ ­ Í ­ Í.( 

¶ NP-Co :˸ˣˬ˪˷  ˢ˲˷L ˟ ˸˞˴ˬˮ˷-NP s ˪˩˪ :˸ˬ˧˧˵ˬL C o N P¡Í - ,
p

L L¡¢. 

:˭ˣˬ˧˯ Co-NPC. 

:ˢˮ˵˯ˬ SAT Co NPCÍ -. 

:ˢˮ˰˦ C o N P PSPAC E- Ì. 

:˸ˣ˥ˣ˸˲ ˸ˣ˪˞˷ 

-   ˫˞ˢP Co NP= -? 

-  ˫˞ˢNP Co NP= -? 

 

EXP: ( ){ }| 2 ,
c

n
EXP L L DTIM E for a constat c= Í ˦"ˬ ˧"˰ ˧ˣˢ˧ˤ˪ ˸ˣˮ˸˧ˮˢ ˸ˣ˲˷ˢ ˱˯ˣ˞ ,

.˦˪˵ˢ ˨˶ˣ˞˟ ˧˪˞˧˴ˮˮˣ˲˯˵˞ ˭ˣ˶˩˧ˤ ˸˪˰˟ 

:˸ˣ˥ˣ˸˲ ˸ˣ˪˞˷ 

-  ˫˞ˢEXP PSPACE=? 

-  ˫˞ˢEXP NP=? 

P NP PSPACE EXP RÌ Ì Ì Ì 

:˰ˣˡ˧ ˭˩ P EXP¸ 

:ˢˮ˰˦  ˢ˲˷ ˸ˬ˧˧˵L ˷ ˨˩- \L R PÍ. 

:ˢ˥˩ˣˢ 

 ˢˮ˟ˮL  ˦"ˬ ˪˷ ˶ˣ˞˧˸ ˧"˰ ˣˤ˩U ˷ ˨˩-( )L L U= .˥˦˟ˣˬ˩ ˞˧ˢ 

U  ˦˪˵ ˪˰x: 

- ˲ˬ ˸˞ ˸˷˶x ˩- 1 0
k

x M=. 
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-  ˸˞ ˸˴˪ˬ˯ˬM  ˪˰x  ˨˷ˬ˪2
k .˫˧ˡ˰˴ 

-  ˫˞M  ,ˢ˧˴˪ˣˬ˧˯ˢ ˨˪ˢˬ˟ ˢ˶˴˰U .ˢˮˬˬ ˨˲ˢˢ ˢ˥ˣ/˸˪˟˵ˬ 

-  ˫˞M ˢ˧˴˪ˣˬ˧˯ˢ ˨˪ˢˬ˟ ˢ˶˴˰ ˞˪- U .ˢ˥ˣˡˣ ˸˶˴ˣ˰ 

 :˫˧˧˵˸ˬL RÍ  ˢ˧˧ˮ˟ˢˬ)U  .(ˡ˧ˬ˸ ˸˶˴ˣ˰ 

L PÎ"ˬ ˸ˬ˧˧˵˷ ˢ˪˧˪˷˟ ˥˧ˮˮ : ˦M  ˭ˬˤ ˢ˴˶ˢ( )| |p x  ˢ˲˷ˢ ˶ˣ˟˰L . 

˶˥˟ˮ k  :˫˧˧˵˸ˬ˷ ˨˩ ˪ˣˡˠ ˵˧˲˯ˬ( )2 1 | |
k

p k M² + +  ˪˞ˬ˷ ˱ˠ˞˟ ˢ˧˴˵ˮˣ˲ˢ ˧˩ ˢˤ˩ ˫˧˧˵)

˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˭˧ˬ˧ ˱ˠ˞˟ˣ ˸˧˪˞˧˴ˮˮˣ˲˯˵˞˟ ˸˧˪˞-k x-| | 1M + .(˰ˣ˟˵ ˶˲˯ˬ ˞ˣˢ 

 ˸˴˧˶˟ ˭ˮˣ˟˸ˮU  :˦˪˵ˢ ˪˰1 0
k

M˪˰ .- ˸˞ ˣˮ˶˥˟ ˣ˟˷ ˭˲ˣ˞ˢ ˧˲k ˪˷ ˢ˧˴˪ˣˬ˧˯ˢ ˥˶˩ˢ˟ ,M 

 ˪˰x ˬ ˸ˣ˥˲ ˨ˣ˸˟ ˫˧˧˸˯˸-2
k ˪ ˫˧˷ˣ˶ˡˢ ˫˧ˡ˰˴ˢ ˶˲˯ˬ) .˫˧ˡ˰˴-M  :ˢ˶˧˴˰˪ ˡ˰

( ) ( )| | 1 | | 2
k

p x p k M= + + ¢ ˭˩˪ˣ .(U x-Mˣ˟ˣ˷˸ ˣ˶˧ˤ˥˧ ˪˰ ˸ˣ˩ˣ˲ˢ ˸x  :˦˶˲˟ˣ

( ) ( )L U L M¸ ˸˞ ˸˪˟˵ˬˢ ˸˧ˬˣˮ˧˪ˣ˲ ˦"ˬ ˸ˬ˧˧˵ ˞˪ ˭˩˪ˣ .ˢ˶˧˸˯ ,L  :˫˧˧˵˸ˬˣP R¸. 

ˢˮ˵˯ˬ-1:  ˢ˲˷ ˸ˬ˧˧˵\L EXP PÍ .(˸ˬˡˣ˵ˢ ˢ˧˧ˮ˟ˢˬ ˢ˲˷ˢ) 

ˢˮ˵˯ˬ-2:  ˢ˲˷ ˸ˬ˧˧˵\L R EXPÍ  ˶ˣ˟˰ ˵˶ ˵ˣ˧ˡ˟ ˢ˧˧ˮ˟ˢ ˢ˸ˣ˞)2
2

k

 .(˫˧ˡ˰˴ 

 

 ˸ˣ˲˷PSPACE :˸ˣˬ˪˷ 

PSPACE :˸ˣˬ˪˷  ˧˞ ˢ˲˷PSPACE :˸ˬ˧˧˵ˬ ˞˧ˢ ˫"˫˞ ˢˬ˪˷ 

1 .L PSPACEÍ. 

2 ˪˩˪ .L PSPAC E¡Í ,
p

L L¡¢. 

:ˢˮ˵˯ˬ  ˶ˣ˟˰L  ˞˧ˢ˷PSPACE-:ˢˬ˪˷ 

 P PSPACE L P= ª Í. 

 NP PSPACE L NP= ª Í. 

:˸ˣ˞ˬˠˣˡ 

( ){ }

( ){ }

( ){ }

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2

| , , , ,

| , , , ,

| , , , ,

n n

n n

n n n

SAT x x x x x x is CNF is TRUE

SAT x x x x x x is CNF is TRUE

TQBF Q x Q x Q x x x x is CNF is TRUE

y y j j y

y y j j y

y y j j y

= = $ $ $

= = " " " ×

= =

 

 :˶˷˞˩{ },
i

Q Í " $. 

:'˳˧˟˯ ˦˲˷ˬ PSPACE NPSPACE=. 

 


